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Exercice 1

On considére I'équation différentielle (E) : y' — 2y = (x.Inx)e** avec x > 0.

1. Résoudre I'équation (H) : y"—2y = 0.

2. On considere la fonction h définie par h(x) = e?*g(x) olu g est une fonction dérivable sur ]0; +oof.
a. Déterminer g'(x) pour que h soit solution de (E).
b. Calculer flxt. Intdt pour x € ]0; +oo[ et en déduire g(x) sachant que g(1) = 0.

3. Résoudre I'équation (E).

4. Sans utiliser I'intégration par parties, calculer :
2 x2 5
I= 2 l _ _ Zxd
L[(x+x)nx —2+4e x

Exencice 2

Un éleveur éléve des lapins. On suppose que, chaque mois, chaque couple de lapins donne
naissance a deux couples de lapins, lesquels ne se reproduiront qu’aprés deux mois. L'éleveur
achéete en plus chaque mois un couple de lapins nouveau-nés. Il débute par un seul couple de
lapins. Pour tout entier naturel n, on note ¢, le nombre de couples de lapins au bout de n mois.
Ainsi : ¢, =1; ¥, =2.

1. Justifier que pour tout entier natureln : £,,, =2€,+€,,1 + 1.

2. Pour tout entier naturel n, on pose U, = ( £n )

en+1
Justifier que pour tout entier natureln : U,.;=A%xU,+C, ou A= ((2) i) et C = (2)
3. Montrer que pour tout entier naturel n :
2" — (-1)" 2" 4+ 2(-1)"

X

y
5. On pose pour tout entier natureln, Vv, =U, — V.

a. Calculer v,.
b. Montrer que pour tout entier naturel n, V,.,., = A XV, puis que V, = A" x V.
c. En déduire I'expression de U,, en fonction de n.
6. Au bout de combien de mois est-on certain qu’il y a plus de 1000 couples de lapins ? Plus de
10 000 couples de lapins ?

4. Déterminer la matrice colonne vV = ( ) telle que : V=A4AxV +C.

Exencice 3
Soit f la fonction définie sur R, = [0; +oo[ par :
{f(x) =+Vx.Inx si x>0
f(0)=0
et (¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ).
1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en 0.
b. Dresser le tableau des variations de f.
c. Montrer que le point A de la courbe (Cf) d’abscisse 1 est un point d’inflexion.
d. Tracer (€;) en précisant la tangente a (¢;) en A.
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2. Pour tout entier naturel p > 1 et pour tout réel x € ]0; 1[, on pose :
1
F,(x) =f Vt(Int)? dt

a. Calculer F,(x) puis déterminer la limite de F,(x) lorsque x tend vers 0.
b. Montrer que pour tout entier p > 1, et pour tout réel x € 10;1[, on a :

2 2
Fpi(x) = —§x\/§[lnx]”“ 3@+ DF®
c. Montrer par récurrence que F,(x) admet une limite finie u,, que I'on demande de déterminer,
lorsque x tend vers 0.

Exenrcice &

Partie A : On considére la fonction g définie sur R par :

gx)=In(1+e™)—

e+ 1
1. Déterminer la limite de g en +o0o0.

2. Montrer que pour tout réel x :
1

(1 +en)?

3. En déduire que pour tout réel x, ona : g(x) > 0.

Partie B : On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = e* xIn(1+e™¥). On note € la courbe
représentative de f dans un repére orthogonal.

1. Déterminer la limite de f en +c0.

2. Montrer que pour tout réel x, on a : f(x) = —xe* + e* x In(1 + e%).
En déduire la limite de f en (—).

Justifier la dérivabilité de f sur R.

Montrer que f'(x) = e* X g(x).

Dresser le tableau de variation de f.

4. Tracer Cy.

Partie C: Soit la suite (u,) définie sur N* par :

9’(x) =

w
ooy oy

1 X
u, = f enln(1+e ™) dx
0
1. a. Vérifier que pour tout réel x, on a :
f)-f ()=
En déduire une primitive F de f sur R.
Hachurer sur le graphique un domaine dont l'aire, en unités d’aires, est égale a u,.

Calculer u,.

Montrer que la suite (u,) est décroissante sur N*.
En déduire que (u,) est convergente. On note # sa limite.

Montrer que pour tout n € N* :

ex
e +1

N
oD Ty DT

1 1 1
nxln(1+;>(eﬁ—1>$unSnxan(eﬁ—l).

d. En déduire un encadrement de #.

« Do seul endroit oit la, réussife wient avant letranail ¢ est dans le dictionnaire. »

BO‘W Juwce
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