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Exercice _____________________________________________________
On considère dans ℂ l’équation 
1. a.  Résoudre dans ℂ l’équation 
        b. Mettre 𝑧ଵ et 𝑧ଶ sous forme trigonométrique .
2. Soit dans ℂ l’équation(𝐸′) :  

a. Vérifier que z =
ଶ

ଷ
i  est une solution de 

3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧

b. Déterminer les nombres complexes  
3𝑧ଷ + (−9 +

c. Résoudre alors l’équation
3. Dans le plan complexe (𝑂;

𝐶(𝑧 =
ଶ

ଷ
𝑖). Soit 𝛤 le cercle circonscrit au triangle 

centre de 𝛤 et 𝑅 son rayon.
a. Justifier les égalités suivantes

𝜔. 𝜔 = 𝑅ଶ ;         ൬𝜔

b. Montrer que 𝜔 + 𝜔 =
ସ

ଷ
  et  

c. Les points 𝐸 ቀ
ଵ

ଷ
−

ଵ

ଷ
𝑖ቁ et 𝐹

4. Soit 𝐷 le point tel que le triangle 
a. En utilisant l’égalité ൫

nombre 𝑧. En déduire une forme trigonométrique de 

b. Justifier que  ௭ವ

௭ಳ
= 𝑒

ഏ

య. Déterminer 

c. En déduire les valeurs exactes de 

 

Corrigé ___________________________________________________________
         On considère dans ℂ l’équation 

1. a. Résolution de (𝐸) : 
       On a Δ = 𝑏ଶ − 4𝑎𝑐 = (3 − 𝑖)

       Donc 𝛿 = 3𝑖 − 1, et les solutions de 

𝑧ଵ =
(3 − 𝑖) +

2
      b.  Mettre 𝑧ଵ et  𝑧ଶ sous forme trigonométrique

      On a de toute évidence : 

ቐ
|𝑧ଵ

arg

       D’où : 
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l’équation (𝐸) : 𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4 = 0. 

l’équation (𝐸). On note 𝑧ଵ et 𝑧ଶ les solutions où 
sous forme trigonométrique . 

:  3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = 0. 

est une solution de (𝐸′). On pourra s’aider de 

)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = [(3𝑧 − 9 + 𝑖)𝑧 + 14 + 6

Déterminer les nombres complexes  𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que pour tout 
+ 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = (𝑧 − 𝑧)(𝑎𝑧ଶ + 𝑏𝑧 +

Résoudre alors l’équation(𝐸′). 
;  𝑢ሬ⃗ , �⃗�), on considère les points 𝐴(𝑧 = 1 +

le cercle circonscrit au triangle 𝑂𝐴𝐶, on note 

son rayon. 
Justifier les égalités suivantes : 

൬ −
2𝑖

3
൰ ൬𝜔 +

2𝑖

3
൰ = 𝑅ଶ  ;          (𝜔 − 1 − 𝑖)(𝜔 − 1

et  𝜔 − 𝜔 =
ଶ

ଷ
. En déduire 𝜔 et la valeur du rayon 

𝐹 ቀ
ଵ

ଶ
+

ସ

ହ
𝑖ቁ appartiennent-ils à 𝛤 ? Justifier votre réponse.

le point tel que le triangle 𝑂𝐵𝐷 soit équilatéral direct, et soit 

൫𝑢ሬ⃗ , 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = ൫𝑢ሬ⃗ , 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ + ൫𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯, déterminer un argument du 
. En déduire une forme trigonométrique de 𝑧. 

. Déterminer 𝑧 sous forme algébrique. 

En déduire les valeurs exactes de cos ቀ
ହగ

ଵଶ
ቁ et de sin ቀ

ହగ

ଵଶ
ቁ. 

___________________________________________________________
l’équation (𝐸) : 𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4 = 0. 

)ଶ − 16 = 9 − 1 − 6𝑖 − 16 = −8 − 6𝑖 = (3𝑖)ଶ + 1ଶ

, et les solutions de (𝐸) sont (tenant compte de la condition 
) + (3𝑖 − 1)

2
= 1 + 𝑖 ;        𝑧ଶ =

(3 − 𝑖) − (3𝑖 − 1)

2
= 2 −

sous forme trigonométrique : 
 

ቐ
ଵ| = |1 + 𝑖| = √2

arg(𝑧ଵ) =
𝜋

4
 [2𝜋]

   ,              ቐ
|𝑧ଶ| = |2 − 2𝑖| = 2√2

arg(𝑧ଶ) = −
𝜋

4
 [2𝜋]
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les solutions où 𝐼𝑚(𝑧ଵ) > 0. 

. On pourra s’aider de l’égalité : 

6𝑖]𝑧 − 8𝑖 
tels que pour tout 𝑧 de ℂ, on ait : 

+ 𝑐). 

+ 𝑖), 𝐵(𝑧 = 2 − 2𝑖) et 

, on note Ω, d’affixe 𝜔, le 

1 + 𝑖) = 𝑅ଶ . 

et la valeur du rayon 𝑅. 

? Justifier votre réponse. 

al direct, et soit 𝑧 l’affixe de 𝐷. 
, déterminer un argument du 

_____________________________________________________________ 

− 2 × 3𝑖 × 1 = (3𝑖 − 1)ଶ 
(tenant compte de la condition 𝐼𝑚(𝑧ଵ) > 0.) : 

− 2𝑖.  

]
    



𝑧ଵ = √2 ቀcos ቀ
𝜋

4
ቁ + 𝑖 sin ቀ

𝜋

4
ቁቁ ;      𝑧ଶ = 2√2 ቀcos ቀ−

𝜋

4
ቁ + 𝑖 sin ቀ−

𝜋

4
ቁቁ. 

2. On considère l’équation (𝐸′) :  3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = 0 : 
a. On sait que :  

3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = [(3𝑧 − 9 + 𝑖)𝑧 + 14 + 6𝑖]𝑧 − 8𝑖 

       D’où en remplaçant 𝑧 par z =
ଶ

ଷ
i : 

3𝑧 − 9 + 𝑖 = 3 ×
2

3
i − 9 + i = 3i − 9 

(3𝑧 − 9 + 𝑖)𝑧 + 14 + 6𝑖 = (3𝑖 − 9) ×
2

3
i + 14 + 6i = −2 − 6i + 14 + 6i = 12 

[(3𝑧 − 9 + 𝑖)𝑧 + 14 + 6𝑖]𝑧 − 8𝑖 = 12 ×
2

3
i − 8i = 8i − 8i = 0 

       Donc z = 2i/3  est bien solution de l’équation (𝐸′). 
       Remarque : il s’agit ici du tableau d’Hörner disposé de manière linéaire. 
b. Factorisation de 3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 : 

       D’après les calculs précédents, il ressort clairement que pour tout complexe 𝑧 : 

3𝑧ଷ + (−9 + 𝑖)𝑧ଶ + (14 + 6𝑖)𝑧 − 8𝑖 = ൬𝑧 −
2

3
i൰ (3𝑧ଶ + (3𝑖 − 9)𝑧 + 12) 

  = 3 ൬𝑧 −
2

3
i൰ (𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4) = (3𝑧 − 2𝑖)(𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4) 

c. Résolution de l’équation (𝐸′) : 
𝑧 ∈ 𝑆(ாᇱ)   ⟺   (3𝑧 − 2𝑖)(𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4) = 0  ⟺   3𝑧 − 2𝑖 = 0   ou   𝑧ଶ − (3 − 𝑖)𝑧 + 4 = 0.  

      Tenant compte des résultats de la question 1. a., on déduit les solutions de (𝐸′) : 
2

3
𝑖 ;      1 + 𝑖 ;      2 − 2𝑖. 

3. Dans le plan complexe (𝑂; 𝑢ሬ⃗ , �⃗�), on considère lespoints 𝐴(𝑧 = 1 + 𝑖), 𝐵(𝑧 = 2 − 2𝑖) et 
𝐶(𝑧 = 2𝑖/3). Soit 𝛤 le cercle circonscrit au triangle 𝑂𝐴𝐶, on note Ω, d’affixe 𝜔, le centre de 𝛤 
et 𝑅 son rayon. 
a. Justifions les égalités proposées : 

         Les points 𝑂, 𝐴 et 𝐶 appartiennent à Γ. On traduit ces  
         appartenances en termes de modules : 
 

①   𝑂 ∈ Γ ⟺  ΩO = R ⟺  ΩOଶ = Rଶ  
  ⟺  ωω = Rଶ 

 
②   𝐴 ∈ Γ ⟺  ΩA = R ⟺  ΩAଶ = Rଶ  

   ⟺  (ω − 1 − i)(ω − 1 + i) = Rଶ 
 

③   𝐶 ∈ Γ ⟺  ΩC = R ⟺  ΩCଶ = Rଶ  

⟺  ൬ω −
2i

3
൰ ൬ω +

2i

3
൰ = Rଶ 

 

b. Montrons que 𝜔 + 𝜔 =
ସ

ଷ
  et  𝜔 − 𝜔 =

ଶ

ଷ
 : 

       Développons les relations ③ et ② en tenant compte de l’égalité ωω = Rଶ : 

③  ൬ω −
2i

3
൰ ൬ω +

2i

3
൰ = Rଶ  ⟺  ωω +

2i

3
(𝜔 − 𝜔) +

4

9
= Rଶ = ωω  ⟺  𝜔 − 𝜔 =

2i

3
, 

②  (ω − 1 − i)(ω − 1 + i) = Rଶ  ⟺  ωω − (𝜔 + 𝜔) + i(𝜔 − 𝜔) + 2 = Rଶ = ωω   ⟺   𝜔 + 𝜔 =
4

3
. 

        Déduction de 𝜔 et de la valeur de 𝑅 : 
        On sait que : 

𝜔 + 𝜔 =
4

3
= 2ℛℯ(𝜔), donc   ℛℯ(𝜔) =

2

3
 

𝜔 − 𝜔 =
2𝑖

3
= 2𝑖ℐ𝑚( 𝜔),     donc   ℐ𝑚( 𝜔) =

1

3
 

        D’où finalement : 



𝜔 =
2

3
+

1

3
𝑖 ;         𝑅 = |𝜔| = ඨ൬

2

3
൰

ଶ

+ ൬
1

3
൰

ଶ

=
√5

3
. 

c. Les points 𝐸 ቀ
ଵ

ଷ
−

ଵ

ଷ
𝑖ቁ et 𝐹 ቀ

ଵ

ଶ
+

ସ

ହ
𝑖ቁ appartiennent-ils à 𝛤 ? 

        On sait que : 𝑀 ∈ 𝛤  ⟺   Ω𝑀ଶ = 𝑅ଶ. 

Ω𝐸ଶ = ൬
1

3
−

2

3
൰

ଶ

+ ൬
−1

3
−

1

3
൰

ଶ

=
5

9
= ቆ

√5

3
ቇ

ଶ

= 𝑅ଶ;     Ω𝐹ଶ = ൬
1

2
−

2

3
൰

ଶ

+ ൬
4

5
−

1

3
൰

ଶ

=
1

36
+

49

225
≠ 𝑅ଶ. 

        Donc 𝐸 ∈ 𝛤 et 𝐹 ∉ 𝛤. 
4. Soit 𝐷 le point tel que le triangle 𝑂𝐵𝐷 est équilatéral direct. 

         Par définition du point 𝐷, on a : 

arg(𝑧) = ൫𝑢ሬ⃗ , 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ;          |𝑧| = 𝑂𝐷 = 𝑂𝐵 

a. ൫𝑢ሬ⃗ , 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = ൫𝑢ሬ⃗ , 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ + ൫𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = arg(𝑧) +
గ

ଷ
= arg(2 − 2𝑖) +

గ

ଷ
= −

గ

ସ
+

గ

ଷ
=

గ

ଵଶ
 [2𝜋] 

          D’où : 

arg(𝑧) =
𝜋

12
 [2𝜋] ;         |𝑧| = 𝑂𝐷 = 𝑂𝐵 = 2√2. 

          Donc : 

𝑧 = 2√2 ቀcos ቀ
𝜋

12
ቁ + 𝑖 sin ቀ

𝜋

12
ቁቁ 

b. Puisque le triangle 𝑂𝐵𝐷 est équilatéral direct alors : 
𝑧 − 𝑧ை

𝑧 − 𝑧ை

=
𝑧

𝑧

= 𝑒
గ
ଷ 

        D’où une forme algébrique de 𝑧  : 

𝑧 = 𝑧 × 𝑒
గ
ଷ = (2 − 2𝑖) × ቆ

1

2
+

√3

2
𝑖ቇ = (1 − 𝑖)൫1 + 𝑖√3൯ = ൫√3 + 1൯ + ൫√3 − 1൯𝑖. 

c. Valeurs exactes de cos ቀ
ହగ

ଵଶ
ቁ et de sin ቀ

ହగ

ଵଶ
ቁ  : 

         On a trouvé que : 

𝑧 = 2√2 ቀcos ቀ
𝜋

12
ቁ + 𝑖 sin ቀ

𝜋

12
ቁቁ = ൫√3 + 1൯ + ൫√3 − 1൯𝑖 

         D’où par identification des parties réelles et imaginaires : 

2√2 cos ቀ
𝜋

12
ቁ = √3 + 1 ;      2√2 sin ቀ

𝜋

12
ቁ = √3 − 1. 

         Et enfin : 

cos ቀ
𝜋

12
ቁ =

√3 + 1

2√2
=

√6 + √2

4
 ;       sin ቀ

𝜋

12
ቁ =

√3 − 1

2√2
=

√6 − √2

4
.  

Or on sait que :  
5𝜋

12
=

𝜋

2
−

𝜋

12
 

et que :  

൞
cos ቀ

𝜋

2
− 𝑥ቁ = sin(𝑥)

sin ቀ
𝜋

2
− 𝑥ቁ = cos(𝑥)

  

d'où : 

cos ൬
5𝜋

12
൰ = sin ቀ

𝜋

12
ቁ =

√6 − √2

4
 ;        sin ൬

5𝜋

12
൰ = cos ቀ

𝜋

12
ቁ =

√6 + √2

4
. 

 


