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Problèmes de révision en terminale C 

 

Problème 1_________________________________ 

On considère les fonctions 𝑓 et 𝐹 définies ℝ par : 
𝑓(𝑥) = 𝑒 − 𝑥 − 1 

𝐹(𝑥) = (𝑒 − 1)𝑒 − 𝑥 −
3

2
. 

1. Montrer que pour tout réel 𝑥, on a : 

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑡)𝑑𝑡. 

2. Étudier les fonctions 𝑓 et 𝐹, tracer leurs courbes respectives  𝒞  et  𝛤 
(On précisera leur position relative). 

3. Soit 𝑥 > 0, justifier l’existence d’un réel 𝑐 de [𝑥, 𝑥 + 1] tel que l’on ait : 

𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

en déduire que : 𝐹(ℝ ) ⊂ 𝑓(ℝ ). 
4. On considère la suite (𝑐 ) définie par 𝑓(𝑐 ) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 et la suite (𝛿 ) : 

𝛿 = 𝑐 − 𝑛. 
a. Montrer que la suite (𝛿 ) est bornée. 
b. En utilisant les courbes 𝒞  et  𝛤, représenter les points 𝑀 , 𝑀 , 𝑀  

d’abscisses  𝑐 , 𝑐  et 𝑐 . 
c. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, on a : 

𝑒 − 1 −
1

2𝑒
= 𝑒 −

𝛿

𝑒
. 

d. Montrer que (𝛿 ) admet une limite finie ℓ à déterminer. 
e. Pour tout 𝑥 de ℝ, calculer : 

𝐹(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 1). 
En déduire que 𝛤 est l’image de 𝒞 par une transformation simple à 
déterminer. 

 

Problème 2_________________________________ 

A tout nombre réel strictement positif 𝑥, on associe les deux suites (𝑤 ) et 
(𝑡 ) définies par : 

𝑤 = 𝑥  𝑒𝑡  𝑤 = 𝑤

𝑡 = 2 (𝑤 − 1)
  

1. Pour 𝑥 ≥ 1, 
a. Montrer que la suite (𝑤 ) est minorée par 1 et décroissante. 
b. Établir que : 

∀𝑛 ≥ 1, |𝑤 − 1| ≤
1

2
|𝑤 − 1|. 

(On utilisera l’inégalité des accroissements finis appliquée à la 
fonction 𝑘 ∶   𝑡 ⟼ √𝑡 sur l’intervalle [1, 𝑥]). 
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En déduire la limite de la suite (𝑤 ). 
2. Pour 0 < 𝑥 ≤ 1, montrer que la suite (𝑤 ) est croissante et convergente 

vers 1. 
3. a.  Exprimer (𝑤 ) et (𝑡 ) en fonction de (𝑤 ) puis établir : 

∀𝑛 ≥ 0, 𝑡 − 𝑡 = 2 (𝑤 − 1) . 
En déduire que la suite (𝑡 ) est décroissante. 

b.  Pour 𝑥 ≥ 1, établir que (𝑡 ) est convergente. 
c.  Soient (𝑤 ) et (𝑡 ) les deux suites associées à 𝑥 et (𝑤 ) et (𝑡 ) les 
deux suites associées au réel  1/𝑥 .  
Montrer que : 

①    ∀𝑛 ≥ 0, 𝑡 =
−𝑡

𝑤
 

En déduire que, dans le cas où 0 < 𝑥 ≤ 1, la suite (𝑡 ) est également 
convergente. 

4. Pour tout réel strictement positif 𝑥, on note 𝑓(𝑥) la limite de la suite (𝑡 ). 
a. Établir que : 

𝑓(1) = 0 ;  ∀𝑥 > 0, 𝑓
1

𝑥
= −𝑓(𝑥) 

(On pourra utiliser ①) 
b. Montrer que : 

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 > 0,
𝑡

𝑤
≤ 𝑓(𝑥) ≤ 0    ② 

(On pourra utiliser la monotonie de la suite (𝑡 )) 
En déduire que : 

∀𝑥 > 0,
𝑥 − 1

𝑥
≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥 − 1   ③ 

c. Si les suites associées à 𝑥 sont (𝑤 ) et (𝑡 ) et à 𝑦, (𝑤 ) et (𝑡 ) et à 𝑥𝑦, 
(𝑊 ) et (𝑇 ), établir que : 

𝑊 = 𝑤 × 𝑤    et   𝑇 = 𝑤 × 𝑡 + 𝑡 . 
En déduire que : 

∀𝑥 > 0, ∀𝑦 > 0,   𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦). 
5. a.  Soit 𝑥 un réel tel que 𝑥 > 0 et ℎ un réel 

 tel que 𝑥 + ℎ > 0. 
 Établir que : 

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
=

𝑓 1 +
ℎ
𝑥

ℎ
. 

c. En utilisant ③, déterminer la limite de 
( ) ( ) lorsque ℎ tend vers 

0. Reconnaître alors la fonction 𝑓. 
 

Problème 3_________________________________ 

Partie A : Soit 𝑓 la fonction de variable réelle 𝑥 définie par : 

𝑓(𝑥) =

𝑒

𝑒 + 1
           si  𝑥 ≥ 0

− ln(1 − 𝑥)

2𝑥
    si  𝑥 < 0
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Soit 𝐶  sa courbe représentative dans un repère orthonormé (𝑂 ;  𝚤, 𝚥) 

d’unité 2 cm. 
1. Étudier la continuité de 𝑓 en 0. 
2. Justifier que 𝑓 est dérivable sur ]−∞, 0[ et sur [0, +∞[. Donner la valeur 

de 𝑓′(0). 
3. Soit ℎ un réel strictement négatif. On définit sur ]−∞, 0[ la fonction 𝑢 

par : 

𝑢(𝑥) =
𝑙𝑛(1 − ℎ) + ℎ

ℎ
𝑥 − 𝑙𝑛(1 − 𝑥) − 𝑥. 

a. En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer qu’il existe 
un réel 𝑐 appartenant à ]ℎ, 0[ tel que : 

𝑙𝑛(1 − ℎ) + ℎ

ℎ
=

1

2(𝑐 − 1)
. 

b. Prouver que :  

lim
→

𝑙𝑛(1 − ℎ) + ℎ

ℎ
=

−1

2
. 

c. Prouver que 𝑓 est dérivable à gauche en 0 et donner 𝑓′(0). 

d. En déduire que 𝑓 est dérivable en 0. 
4. a.  Calculer 𝑓′(𝑥) pour 𝑥 > 0. En déduire le sens de variation de 𝑓 sur 

[0, +∞[. 
b.  Pour 𝑥 ≤ 0, on pose 𝑣(𝑥) = 𝑥 + (1 − 𝑥) 𝑙𝑛(1 − 𝑥). 

Établir le tableau de variation de 𝑓 en y précisant les limites de 𝑓 en 
+∞ et en −∞. 

5. Tracer la courbe 𝐶  dans le repère (𝑂 ;  𝚤, 𝚥). 

Partie B 
1. Justifier que 𝑓 possède des primitives sur [0, +∞[. 
2. Soit la fonction G définie sur 𝐼 = [𝜋/4, 𝜋/2[ par : 

𝐺(𝑥) = 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
( )

. 

a. Calculer 𝐺(𝜋 4⁄ ) et 𝐺′(𝑥) pour 𝑥 de 𝐼. 
b. Prouver que ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝐺(𝑥) = 𝑥 − 𝜋 4⁄ . 
c. Soit 𝛽 > 0. Justifier l’existence d’un seul réel 𝛼 de 𝐼 tel que : 

𝛽 = ln(𝑡𝑎𝑛 𝛼). 
d. On suppose que si 𝛽 tend vers +∞ alors 𝛼 tend vers 𝜋/2. Calculer en 

cm2, l’aire 𝐴(𝛽) de la partie du plan délimitée par la courbe 𝐶 , l’axe 

des abscisses et les droites d’équations 𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝛽 puis déterminer 
lim → ∞ 𝐴(𝛽). 

Partie C : 
Soit 𝑔 la restriction de 𝑓 sur [0, +∞[. 
1. a.  Montrer que 𝑔 est une bijection de [0, +∞[ sur un intervalle 𝐽 que l’on 

précisera. 
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b.  Tracer, dans le repère (𝑂 ;  𝚤, 𝚥), la courbe 𝐶  représentative de 𝑔 . 
c.  Déterminer 𝑔 (𝑥) pour tout 𝑥 de 𝐽. 

2. Pour tout entier naturel non nul 𝑛, on considère les fonctions ℎ  et 𝑘  
définies sur ]−∞, 0[ par : 

ℎ (𝑥) = 𝑡(ln 𝑡) 𝑑𝑡
( )

 

𝑘 (𝑥) = 𝑡 ln 𝑡 𝑑𝑡
( )

. 

a. Calculer ℎ (𝑥) et 𝑙im → ℎ (𝑥). 
b. Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier 

naturel 𝑛 ≥ 1 : 

ℎ (𝑥) =
1

2
[𝑓(𝑥)] [ln(𝑓(𝑥))] −

𝑛 + 1

2
ℎ (𝑥) 

𝑘 (𝑥) =
1

𝑛 + 1
[𝑓(𝑥)] −

1

(𝑛 + 1)
([𝑓(𝑥)] − 1) 

c. Montrer, par récurrence sur 𝑛, que la fonction h  admet en −∞ une 
limite finie 𝐿 . Montrer que : 

𝑛 ≥ 1 , 𝐿 = (−1)
𝑛!

2
. 

d. Montrer que : 

lim
→

𝑘 (𝑥) =
1

(𝑛 + 1)
. 

Partie D : Dans cette partie, on se propose de calculer la limite de la suite 
(𝑆 ) définie ci-après. 
Pour tout 𝑛 ≥ 1, posons : 

U =
1

(n + 1)
  ;     S = 1 + U  

On définit la fonction 𝜑, dérivable sur [0, π/2] et dont la fonction dérivée 
est continue sur [0, π/2] par : 

𝜑(𝑡) =

𝑡
𝜋

− 𝑡

𝑠𝑖𝑛 𝑡
   𝑠𝑖 𝑡 ∈ 0,

𝜋

2
𝜑(0) = −1                              

  

1. Sans calculer 𝜑′(𝑡), justifier l’existence d’un réel 𝑀 tel que : ∀𝑡 ∈ [0, 𝜋/2],

|𝜑′(𝑡)| ≤ 𝑀. 
2. Pour tout entier 𝑛 ≥ 1, on pose : 

𝐼 = 𝜑(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝑡 𝑑𝑡
⁄

 

a. En utilisant une intégration par parties, montrer que : 

𝐼 =
−1

2𝑛 + 1
+

1

2𝑛 + 1
𝜑′(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝑡 𝑑𝑡

⁄

 

b. Montrer alors que : 
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|𝐼 | ≤
1

2𝑛 + 1
1 +

𝜋

2
𝑀  

et en déduire que lim → ∞ 𝐼 = 0. 
3. Soit 𝑥 un réel de [0, 𝜋/2] et soit 𝑛 un entier naturel non nul. 

a. Exprimer la somme ∑ 𝑒 ( ) en fonction de 𝑛 et 𝑥 (𝑖 : le complexe 
tel que 𝑖 = −1). 

b. En déduire que : 

𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥) =
𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝑥

2 𝑠𝑖𝑛 𝑥
−

1

2
. 

4. a.  A l’aide de deux intégrations par parties, montrer que : 

∀𝑘 ∈ ℕ∗ ,   
𝑡

𝜋
− 𝑡 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑡) 𝑑𝑡

⁄

=
1

4𝑘
. 

b.  En déduire que 𝑆 = 2𝐼 + 𝜋 6⁄  et calculer lim → ∞ 𝑆 . 
 

Problème 4________________________________ 

Soit p un entier naturel, 𝑝 ≥ 2, et 𝑎 , 𝑎 , … , 𝑎  une famille de 𝑝 nombres 

réels tels que :  
0 < a <  a < ⋯ < a . 

Partie A 
Étant donné un entier naturel 𝑛, 𝑛 ≥ 𝑎 , on considère l’équation d’inconnue 
réelle 𝑥 : 

(𝐸):  𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 = 𝑛 . 
1. Pour 𝑘 entier, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, on considère la fonction : 

𝑔 ∶   ℝ  →  ℝ

                  𝑥 →  
𝑎
𝑛

 

Étudier ses variations sur l’intervalle [0, +∞[ et étudier sa limite en +∞. 
2. Soit 𝑓  la somme des fonctions 𝑔 , pour 𝑘 compris entre 1 et 𝑝. 

Préciser le sens de variation de 𝑓  ainsi que sa limite en +∞. 
3. En déduire que l’équation (𝐸) admet une solution et une seule dans ℝ . 
Partie B 
Pour chaque 𝑛 > 𝑎 , on note 𝑥  la solution de l’équation (𝐸). On définit 
ainsi une suite  (𝑥 ) , où 𝑟 est le plus petit entier strictement supérieur à 
𝑎 . 
1. Montrer que, pour tout entier 𝑛 ≥ 𝑟 et tout réel 𝑥 ≥ 0, on a : 

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥). 
En déduire que la suite (𝑥 ) est décroissante. 

2. Soit 𝑐 un réel strictement positif quelconque. Montrer que, pour chacun 

des entiers 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, la suite de terme général  𝑣 =  est 

convergente. Quelle en est sa limite ? 
3. Déduire de la question précédente que la suite de terme général 𝑓 (𝑐) 

est convergente. Quelle en est sa limite ? 
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4. Montrer qu’il existe un entier 𝑚 tel que 0 < 𝑓 (𝑐) < 1. En déduire que, 
pour tout 𝑛 ≥ 𝑚, on a :  𝑥 < 0. 

5. Déduire de ce qui précède que la suite (𝑥 )  admet 0 pour limite. 
6. Montrer que : 

lim
→

𝑥 . ln 𝑛 = 𝑝. 

 

Problème 5________________________________ 

Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, 𝜋] par : 

𝑓(𝑥) =
2

3
𝑐𝑜𝑠 𝑥 +

1

3
 

 et (𝒞) sa courbe dans un repère orthonormé (𝑂; 𝚤, 𝚥). 
Partie A 
1. Étudier 𝑓 et construire (𝒞). 
2. a. Montrer que 𝑓 réalise une bijection de [0, 𝜋] vers un intervalle 𝐼 que 

l’on précisera. Soit 𝑔 sa réciproque. 
b. Étudier la continuité et la dérivabilité de 𝑔 sur 𝐼, puis construire la 
courbe (𝒞′) de 𝑔 dans le même repère que (𝒞). 

3. a.  Montrer que (𝒞) coupe la droite 𝛥 ∶ 𝑦 = 𝑥 en un seul point d’abscisse 
𝑥 ∈ ]0, 𝜋/2[. 
b.  Calculer, en fonction de 𝑥 , l’aire 𝒜 de la partie du plan limitée par 
les deux axes du repère et les courbes (𝒞) et (𝒞′). 

Partie B : On considère la suite (𝑈 ) définie par : 
𝑈 ∈ ]0, 𝑥 [                  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑈 = 𝑓(𝑈 )
  

1. a.  Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑈 ∈ [0, 𝜋/2]. 
b.  Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑈 < 𝑥 < 𝑈 . 

2. Montrer que : 

∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], |𝑓(𝑥) − 𝑥 | ≤
2

3
|𝑥 − 𝑥 | 

3. En déduire que : 

∀𝑛 ∈ ℕ, |𝑈 − 𝑥 | ≤
2

3
|𝑈 − 𝑥 | 

puis que la suite (𝑈 ) converge vers un réel que l’on déterminera. 
4. Pour tout entier naturel 𝑛, on définit la somme : 

𝑆 = (−1) (𝑈 − 𝑥 ) 

a.  Montrer que : 
∀𝑘 ∈ ℕ, (−1) (𝑈 − 𝑥 ) > 0 

b.  Montrer que (𝑆 ) est une suite strictement croissante. 
c.  Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, |𝑆 | ≤ 3|𝑈 − 𝑥 |, et conclure à propos de la 

convergence de (𝑆 ). 
Partie C : Pour tout réel 𝑥 de l’intervalle ]0, 𝜋[, on pose : 

𝐹(𝑥) =
𝑑𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 3𝑡)

( )

 



7/8 
 

𝐺(𝑥) =
𝑡𝑑𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 3𝑡)

( )

 

1. a.  Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont définies et dérivables sur ]0, 𝜋[, puis calculer 
𝐹′(𝑥) et  𝐺′(𝑥). 
b.  Exprimer alors 𝐹(𝑥) et 𝐺(𝑥) en fonction de 𝑥. 

2. Pour tout réel 𝛼 de l’intervalle ]0, 1[, on pose : 

𝐼(𝛼) =
𝑑𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 3𝑡)
 

𝐽(𝛼) =
𝑡𝑑𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 3𝑡)
 

𝐾(𝛼) =
𝑡 𝑑𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 3𝑡)
 

a. Calculer 𝐼(𝛼) et 𝐽(𝛼) en fonction de 𝑔(𝛼) puis en déduire le calcul des 
limites suivantes : 

𝑙𝑖𝑚
→

𝐼(𝛼)    et    𝑙𝑖𝑚
→

𝐽(𝛼). 

b. Pour 𝑥 ∈ ]−1/3, 1[, on pose : 
𝜑(𝑥) = 𝑥 (1 − 𝑥)(1 + 3𝑥) 

Montrer qu’il existe trois réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que pour tout 𝑥 de 
]−1/3, 1[, on ait : 

𝜑′(𝑥) =
𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥

(1 − 𝑥)(1 + 3𝑥)
. 

En déduire 𝐾(𝛼) en fonction de 𝐼(𝛼), 𝐽(𝛼) et  𝜑(𝛼) puis calculer : 
lim
→

𝐾(𝛼). 

3. Pour tout nombre réel 𝛼 de l’intervalle ]0, 1[, on pose : 

𝐿(𝛼) = (1 − 𝑡)(1 + 3𝑡) 𝑑𝑡. 

Exprimer 𝐿(𝛼) en fonction de 𝜑(𝛼), 𝐽(𝛼) et 𝐾(𝛼). En déduire : 
lim
→

𝐿(𝛼). 

 

Problème 6________________________________ 

On considère la fonction 𝑓 définie sur [−2, +∞[ par : 

𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 ∙ 𝑒 . 

Prouver  que : ∀𝑡 ≥ 0,   2𝑒 ≥ 𝑡 + 2  et  ∀𝑡 ≥ 0 : 

 0 < 𝑓(𝑡) ≤ √2 ∙ 𝑒 . 
On pourra admettre ces deux résultats dans le cas où on n’arrive pas à les 
établir définitivement. 
On définit sur  [𝑒 , +∞[ , la fonction 𝐹 par  𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡. 
1.  Montrer que 𝐹 est dérivable sur  [𝑒 , +∞[, et que : 

𝐹’(𝑥) =
2 + ln𝑥

𝑥
. 

2.  Calculer 𝐹(1) et en déduire que ∀𝑥 ∈ [𝑒 , +∞[ , on a : 
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𝐹(𝑥) =
2 + ln𝑡

𝑡
𝑑𝑡. 

3.  Montrer que ∀𝑥 ≥ 1, 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 4√2. 
4. a. Montrer que  ∀𝑡 ∈ [𝑒 , 1] , on a : 

0 ≤ √2 + ln𝑡 ≤ √2. 
b. En déduire que ∀𝑥 ∈ [𝑒 , 1] , on a : 

2√2(1 − 𝑒) ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 0. 
5.  Donner enfin un encadrement de 𝐹(𝑥) pour  𝑥 ∈ [𝑒 , +∞[. 
Partie B : On considère la suite 𝑈 définie par : 

𝑈 =
2 ⋅ 𝑛!

(2𝑛 + 1)!
(𝑥 + 2) ⋅ 𝑒 𝑑𝑥. 

1.  Montrer que  ∀𝑛 ∈ ℕ, on a : 

0 ≤ 𝑈 ≤ 𝑒 ⋅
2 ⋅ 𝑛!

(2𝑛 + 1)!
. 

2.  Montrer que  ∀𝑛 ∈ ℕ, on a : 

0 ≤
2 ⋅ 𝑛!

(2𝑛 + 1)!
≤

1

2𝑛 + 1
. 

3.  En déduire que 𝑈 converge vers une limite que l’on précisera. 
4.  Pour tout entier naturel 𝑛, on pose : 

𝑆 =
2 ⋅ 𝑘!

(2𝑘 + 1)!
. 

a.  Montrer que ∀n ∈ ℕ : 

𝑈 = −2√𝑒 ∙
2 ⋅ (𝑛 + 1)!

(2𝑛 + 3)!
+ 𝑈 . 

b.  En déduire que : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆 =
𝑈 − 𝑈

2√𝑒
. 

c.  Montrer que : 

lim
⟶ ∞

𝑆 =
𝐹(𝑒 ) − 𝐹(𝑒 )

2√𝑒
. 

 
 

 
Motif emprunté à Sigmaths  


