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Exercice 1______________________________________________________________________________ 
Pour k entier naturel non nul et différent de 1, on considère la suite réelle (u୬) définie sur ℕ∗ par la relation : 

u୬ =
1

n୩ିଵ
ඨ

(kn)!

n!

౤

. 

1. Soit (v୬) la suite réelle définie sur ℕ∗ par : v୬ = ln(u୬). Montrer que : 

v୬ =
1

n
෍ ln

p

n

୮ୀ୩୬

୮ୀ୬ାଵ

. 

2. Montrer que v୬ s’écrit aussi : 

v୬ =
k − 1

m
෍ ln ቆ1 +

(k − 1)i

m
ቇ

୧ୀ୫

୧ୀଵ

     où  m = (k − 1)n. 

3. A l’aide d’une intégration par parties, calculer :  ∫ ln(1 + (k − 1)x) dx
ଵ

଴
. 

4. Déterminer  lim୬→ାஶ v୬. 
5. Montrer que : 

lim
୬→ାஶ

u୬ =
k୩

e୩ିଵ
 

 

Exercice 2______________________________________________________________________________ 
Soit f la fonction définie sur [0; 2[ par :f(x) =

୶

ඥସି୶మ
. 

1. Soit F଴ la fonction définie sur [0; 2[ par : F଴(x) = ∫ f(t)dt
୶

଴
. Démontrer que F଴ possède un prolongement par 

continuité au point 2. 

2. Pour tout entier naturel n, on considère la fonction F୬ définie sur [0; 2[ par :F୬(x) = ∫
୲మ౤శభ

ඥସି୲మ
dt

୶

଴
. 

a. A l’aide d’une I.P.P, démontrer que :F୬ାଵ(x) = −xଶ୬ାଶ√4 − xଶ + 2(n + 1) ∫ tଶ୬ାଵ√4 − tଶdt
୶

଴
. 

En déduire que : (2n + 3)F୬ାଵ(x) = 8(n + 1)F୬(x) − xଶ୬ାଶ√4 − xଶ. 
b. En raisonnant par récurrence, démontrer que, pour tout n, F୬(x) a une limite finie u୬ lorsque x tend vers 2. 
c. Montrer que : 

u୬ = 2
16୬(n!)ଶ

(2n + 1)!
. 

 

Exercice 3______________________________________________________________________________ 
On pose P୬(x)  =  (x +  1) (xଶ + 1)(xସ + 1) · · ·  (xଶ౤

+ 1). 
1. Simplifier (x − 1) P୬(x). 
2. En déduire la forme développée de P୬(x). 
3. En déduire que si F୬ =  2ଶ౤

+ 1 alors  F୬ =  F଴Fଵ. . . F୬ିଵ  + 2 où F୬ est le nième nombre de Fermat. 
4. En déduire que si, contrairement à ce qu’espérait Fermat, les nombres de Fermat ne sont pas tous premiers, ils sont 

au moins premiers entre eux deux à deux. 
5. En déduire une démonstration du fait qu’il y a un nombre infini de nombres premiers. 
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