République Islamique de Mauritanie
Ministére de ’Education Nationale, de la Formation Technique et de 1a Reforme

Commission Nationale des Compétitions de Sciences

Olympiades Nationales de Mathématiques 2021
1¢f tour Niveau 4AS 28 février 2021
Durée 3 h

L’épreuve est notée sur 100 points. Elle est composée de 4 exercices indépendants.
Toute réponse doit étre justifiée et les solutions partielles seront examinées.
Calculatrice non autorisée

Exercice 1: (25 points)
Soit a un entier naturel non nul

1) Montrer que l=L+ L
a a+l a(a+1)
1 1 1 1

2) Montrer que 1_ + + +
4 a a+2 (a+1)(a+2) a’+a+l (a2+a)(a2+a+1)
1 1. 1 1 1

=—+—+—+—

3) Déterminer quatre entiers naturels distincts x,y, z et t tels que : .
X y z

1 1
+ = g
2021x +2021  2021x* +2021x 10105

4) Résoudre dans R I’équation

Exercice 2: (25 points)

Soit aetb deux entiers relatifs tels que a> #b’ ; On pose m= ab
a+b a-b

1) Montrer que (a—m)(b—m)=m’
2) Montrer que (a—n)(b+n)=-n’

4
15 15 15 15 15
3) Déterminer deux réels différents x et y tels que : (x u K)(y —?j[x - ?)(y + 7] = _[Tj

Exercice 3: (25 points)
S a’+b’

4T VAT VeI VeI o
B+-B-v5  Jar23-a-23 a+b

1) Comparer les nombres a et b.
2) EcrireF sous la forme x+ y\/; ou x ; y sont des nombres rationnels et z I’entier naturel

Soit a

le plus petit possible.

Exercice 4: (25 points)

Sur la figure ci-contre :
('G) est un cercle de centre A
Les points B, A et F sont alignés
Le point J est le milieu de [BI].

(AD)//(EF); B/JB=4X et E/D\F=x.

1) Montrer que le triangle IDE est isocele en 1
2) Exprimer en fonction de x les mesures des angles

— —

BFD, ADF, EBF et DFE.
3) En déduire la valeur de x.

Fin.
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Olympiades Nationales de Mathématiques 2021
Sélections régionales 1¢" tour Niveau 4AS 28 février 2021

Corrigé

proposé par AMIMATHS

Exercice 1: (25 points)
Soit a un entier naturel non nul

1) Montrer que l=L+ 1
a a+l1 a(a+1)

2) Montrer que 1_1 + 1 1 1 + 1
q a a+2 (a+1)(a+2) a’+a+1 (a2+a)(az+a+1

3) Déterminer quatre entiers naturels distincts x,y,z et t tels que : —=—+—+—+—

1 1.1 11
3 x y z t
1 1

4) Résoudre dans R I’équation + 2 = .
2021x+2021 2021x" +2021x 10105

Corrigé de ’Exercice 1

1) Pour tout entier naturel non nul a : Baréme :

1 1 .t 1 a__ 1 1 N 1 1 6 pts
= = = 2) 6 pts
a a a+l1 a(a+1) a(a+1) a+1 a(a+1) 3 6 nis
2) Comme pour tout entier naturel non nula,on a : 4) 5 pts

a a+l1 a(a+1)

1 1 1
+

Présentation et idées  2pts

alors :
1_ 1, 1
a+l a+2 (a+1)(a+2)
RS S SR 1 1 1
a@+1) a@+D+1 (a@+D)(a@+D+1) a’+a+l (a’+a)(a’+a+1)
11 1 1 1

Donc —=

a a+2+(a+1)(a+2)+az+a+1+(az+a)(az+a+1)

3) En appliquant la derniere égalité pour a=3, on obtient :

1 1 1 1
3+2+(3+1)(3+2)+32+3+1+(32+3)(32+3+1)
11,1, 1,1
35 20 13 156

1_
3
Donc

1 1 1

+ =
2021x+2021 2021x2+2021x 10105

1 1
+ ==
x+1 x%2+x 5

4) Résolution dans R de I’équation

En multipliant I’égalité précédente par 2021 on obtient

Or, d’apres la question 1 : 1 +;= 1 il en résulte donc que x=5
x+1 x(1+ x) X
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Exercice 2: (25 points)

Soit aetb deux entiers relatifs tels que a’ #b*> ; On pose m = abb s
a+ a-—

1) Montrer que (a—m)(b—m)=m’
2) Montrer que (a—n)(b+n)=-n’

4
3) Déterminer deux réels différents x et y tels que : [x - %5) (y - %j(x - ITSJ (y + 1?5] = —(?)

Corrigé de I’Exercice 2

1) Egalité 1 :

(a=m)(b—m)=[a- ab ](b_ ab ) Barime:

a+b a+b 0
a’+ab—ab \( ab+b?*—ab 2)
- a+b )( a+b ) 3)
ab Y’ Présentation et idées
- a+b)
= Il’lz

2) Egalité 2 :

(a_n)(bﬂ):(“ aa—bbj(b_ aif)b]
(=) mas)
(%)

=-n

3) Calcul de x ety :

LISY(_15)( 15 15)_ (15
8 \V 78 2 )Y 2 )T
5x3 5x3 5% 3 5x3 3x5 : 3x3 :
=1 ¢ y-— X— y+ =— X
5+3 5+3 5-3 5-3 3-5 5+3
Or d’aprés la question 1 : [3—SX3)( SX3) ( )
5+3 5+3 5+3

etd’apréslaquestionZ:(3+;’x§)( 3x5) (stj

Done 3_5x3 5+5><3 __ 3x5Y
5-3 5-3 3-5

Alors, des valeurs possibles de réels x et y sont x=3 et y=5.
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Exercice 3: (25 points)
Na+T —Na-7 b J6+ V11 —J6-11 G Fo Y

Soit a= =
V3+5-y3-+5 V4+243 - 4-2{3 a+b

1) Comparer les nombres a et b.

2) Ecrire F sous la forme x+ y\/; ou x ; y sont des nombres rationnels et z ’entier naturel le

plus petit possible.

Corrigé de I’Exercice 3

1) Comparaison deaeth

a4 T -4 b= N6+ 1T -6V
Y ivs 35 \/4+2\F Ja-23
{\/4+\/7>x/4— 7 {\/6+\/ﬁ>\/6—\/ﬁ
J3+5 >3- Ja+23>4-23
=a>0 =b>0
Calculons a* Calculons b’

2_{Juﬁ-w-ﬁ]’_(J“*ﬁ‘J“‘ﬁ)z bz_{mﬁ-«_m]z_(J6+JH—J6—JH)2

- - 2 - - 2
J3+45 -3 (\/3+\/g_\/3_\/g) Ja4+23 -\J4-23 (J4+2¢§_\/4_2\/§)
44T =244 T xN4=T +4-T 6+ 11 =246+ 11 xJ6— /11 + 611
34523+ V5 x3-V5 +3-45 4423 - 24+ 23 xy4-23 +4-23
8-2,/(4+V7)(4-7) g a2fe 7' 12-2,(6+511)(6-V11) 13 5J¢_viT’
6—2\/(3+\/§ 3—J§) 6—2\3 -5 8—2\/(4+2\/§)(4—2\/§) 8_2\/42_(2\/5)’
_8-2V16-7 _8-2J9 8- 6_g=1 _12-2436-11_12-2V25 _12-10 2 1
6-2/9-5 6-2J4 6-4 2 T 8-2J16-12 8-2J4 8-4 4 2
2 2
Comme {* >b alors a>b
a>0etb>0
1 a=1
=letb’=— \
2) Comme 2 ¢ 2> 2 Baréme :
a>0etbh>0 b=—- 1) Calcul de a’ Spts
1 2 Calcul de_b’ Spts
, s 12+(j 1+1 2+1 Conclusion a>b Spts
F_a +b S F= \/E _ 2 2
- - - - 2) Remplacement dans F 3pts
a+b 1+ ﬂ 1+ ﬂ 2+ \/5 Calculs 3pts
2 2 2 Résultat final 2pts
3 3(2-V2)  6-32

Présentation et maitrise des calculs

T2442 (2442)(2-V2) 27
_6-3\2_6-3\2

4-2 2

Enfin F= 3——\/_
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Exercice 4: (25 points)

Sur la figure ci-contre :

('G) est un cercle de centre A
Les points B, A et F sont alignés
Le point J est le milieu de [BI].

(AD)//(EF); E]T)=4X et ED\F=X.

1) Montrer que le triangle IDE est isocéle en I
2) Exprimer en fonction de x les mesures des angles

—

BFD, ADF, EBF et DFE.
3) En déduire la valeur de x.

Corrigé de I’Exercice 4

1)On a:

— BJD
* Le triangle BDI est rectangle en D et J est le milieu [BI], donc BID = % =2x

. EID=180°—BID (/ ‘ \\
— 180°— 2x Baréme :

1 S pts

* Dans le triangle IDE : 2) BFD 3 pts
TED = 180° — (EID + IDE) == o
=180°—(180° —2x+X) = X DFE 3 pts
*Comme TED = IDE alors le triangle IDE est isocéle en I . 3) Valeurdex_______6pts

. B — R — Présentation et idées 2pts
2) * Les angles inscrits BFD et BED interceptent le méme arc BD, \\ /’

Donc I?FT)=I§ZT):>]?FT)=X

e Le triangle ADF est isocéle en A donc
ﬁ=ﬁ or ED=]?FT)=X donc ﬁ=x

e Les angles inscrits EBF et EDF interceptent le méme arc ﬁ?, donc
EBF=EDF = EBF=x
lﬁ et K]i‘ Sont deux angles alternes-internes et (AD) //(EF) donc Iﬁ = KD\F alors
DFE = x

3) * L’angle inscrit Eﬁ) et ’angle au centreﬁ) interceptent le méme arc ﬁ), donc
BAD = 2xBFD = BAD = 2x

o —— o — —

o L’angleinscrit EBF et I’angle au centre EAF interceptent le méme arc EF, donc
EAF = 2x EBF = EAF = 2x
e Ona:
{EE) —180° — (EAF + BAD)= 180° — (2x + 2x) = 180° — 4x
EAD = 2x EFD = 2x
= 2x=180°-4x = 6x=180°= x =30°

Fin.
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