Continuiteé
d’une fonction numérique

Série d’exercices avec correction
‘ Partie 4
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Exercice 1 :
1) Simplifier les nombres suivants :

3 3
3 20°x /32
2= YTTE ;b= YT ; cm X

; 152 xg\/;
Yzx V7
2) Comparer les nombres V5 et Y9
puis les nombres V7 et 320

3) Classer dans ’ordre croissant les nombres :
V5 ;Y7 5 V8 ; V15
4) Eliminer les racines neme du
dénominateur des expressions suivantes :

et d=

6 . 3

% BT Eaw

1 1 1
V3-2 ¢t D ¥10-2 %10 +2

Exercice 2 :
Résoudre dans IR les équations suivantes :
(El):x6=8 ; (Ez):x5=3

(E3):(x —1)* = -2 ; (Ey) :(x—2)° = —32
(Es): x6—6x3—16 =0

(Ee) :Yx+1)2=4Yx+1)+3=0
(E;):V6 —2x=vVx—1

Exercice 3 :
Calculer les limites suivantes :

3 3
1) lim =4 2) lim 1
4+ 2x—8 1 x—1
e
3) lim Y2 =1 4) lim ¥x — 2x
1 x—1 + 00
Yx—1 +Vx-5 . A 321
5) 1 6) 1 o
) xX— ) -}-gl 3\/ 2x2-x+3

Exercice 4 :

Calculer les limites suivantes :
1) lJirmi/x3+3x2+2—3x
2) lJirm V¥ 8x3 + 3x — 2x
3) limyY 1—x3 +5x

Exercice 5 :
Soit f lafonction définit sur [0; +oo| par :

f(x) =x+3Vx
1) Calculer lim f(x)

X—>+00

2)Verifier que :

fx) = (3x—1)3+1 ; VX € [0; +oof
En déduire la monotonie de f sur [0; +oo[
3) Montrer que f admet une fonction
réciproque f~1 définie surJ que I’on
déterminera
4) Déterminer f~1(x) pour tout x €]

Exercice 6 :
f une fonction définie par :
f(x) =3 - Vaxz — 4
1) Déterminer Dy
et calculer lim f(x)

x—+00
2) Soit g larestriction de f sur I = [2;4+oo[
a) Etudier le sens de variations de g sur I
en utilisant la définition de la monotonie
b) Montrer que :
g admet une fonction réciproque g1 sur
un intervalle J que I’on déterminera
c) Déterminer : g~1(x) pour tous x € J
3) a) Montrer que :
I’équation g(x) = x admet une unique
solutionatelque: 2<a<3
b) En utilisant la méthode de dichotomie
trouver un encadrement de la valeur a
d’amplitude 0.5
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, Continuite W A el
d’une fonction numérique

Seérie d’exercices avec correction HalhOf | OIS oL w uﬂwm}
Partie 4
I R T
Exercice 1: 2) Comparer les nombres 35 et V9
1) Simplifier les nombres suivants : puis les nombres V7 et 320

{5 = "V = %65

‘b f \/; \/_ o Le ppecm(3;4) =12
e

37y @ et V9 = V93 = {972
et d= Fr=g = avec 650 < 972 c.a.d %¥/625 < 3/972

donc V5 < 39

2) Comparer les nombres 35 et V9 e Le ppem(2;5) =10

puis les nombres V7 et /20 2 2x5 916807
3) Classer dans I’ordre croissant les nombres : \/75 \/:2 16?(?

J5 - Y7 - Y8 . Y15 et Y20 = V202 = 'Y/400

’ ! Y 10 10
4) Eliminer les racines neme du avec V400 5< V16807
dénominateur des expressions suivantes : donc V20 < V7
A= ; B= =
¥z T \5-42 3) Classer dans I’ordre croissant les

C=-2— et D=r— —+ ! |[nombres V5 ; 37 ; V8 ; V15 :

3 3 3
V5 - V10 +2 Le plus petit multiple commun des nombres
Solution de I'exercice 1: S 4 el
1) Simplificationdea ; b ; c etd : V5 = "V5¢ = 'V15625
V7 = 7% = ¥za01
* a=¥V125="V57 = V5 =5 Y§ = "V = 512

o b=V¥26 = ¥V26 = P26 = %/_ = \/_ et Y15 = “%/152 = '¥/225

2052 - donc Y15 <V8 <7 <5
o c— 20 X 3 3120°x 2 ><5
3 2 3 4 15%x2* (3><5)2><2 — - N

15 X 2 4) Eliminer les racines neme du
3 [210, 55,32 /— 2 dénominateur des expressions suivantes :
R EZET =2°X5 | Remarque:
Donc c=20
Soient a et b deux réels positifs avec a > b
3 \/7_ 37,22 » a—b=3/(a—b)3=3Ya—bx3(a—b)?
d=—2%* it »a—b="/(a—b)" =%Ya—bx"(a—b)ym1
V8 x 1[ \/7 \/7 > a®—b% = (a—b)(a® + ab + b?)
3 4 = 2 > a3+ b3 = (a+b)(a*— ab + b?)
X 23 24
= 2\/_ 1\5_ =— z » a—b = (Ya-¥p)(VaZ + Yab + Vp?)
V2 x V28 55y < 212 » a+b=(Va+YB)(Va? - Vab + VB?)
1,11 5 -
= 2(3 1_7_12) ( ) 6 5 24 5\/4—4 5\/4—4
1 1 [} A = — = e =
— 2_§ S\/I S\/IXS 44 5\/4_5 4
vz ot
D Donc A=
onc d= 4
\/E



Elite
Nouveau tampon

https://youtu.be/HUKOki3jGSE?si=avDQZFn9GekebXs_
Elite
Nouveau tampon


e« B= 3 _ 3x(V5+v2)
vz (V- VD)x(V5+2)
_3x(V5+v2) 3x(V5+V2)
B 5-—2 B 3
Donc B=+5+2
. C . 1 . (3:/?4-3 3><2+3\/§)
B2 () (Ve V22
_ (Mo+36+1)
((3) - (¥2)")
_(35+36+3)
- (3-2)
Donc C=39+3Ve6+34
oD = ! !
¥10-2  ¥10 +2

(x/ﬁ+2§/_+22) (V102 — 2310 + 22)
((/10)° - 22) ((/10)° + (2)2)
(\/W+2§/_+4) (Y100 - 2310 + 4)

10+8
(\/W+2§/_+4) (Y100 - 2§/_+4)

2
_ (9100 +18Y10 + 36)+(\/10 —2V10 +4)

B (10\/100 + 16310 + 40)
B 18

53/100+8%/10+20
9

Donc D =

Exercice 2 :
Résoudre dans IR les équations suivantes :
(El):x6=8 i (Ez):x5=3

(E3) :(x — 1)* = =2 ; (E4) :(x — 2)° = —32
(Es): x°—6x3—16 =0
(Ee):Yx+1)2—-4x+1)+3=0
(E;):V6 —2x=vVx—1

lution de I'exercice 2 :

Résolution dans R
de I’équation x" =a avecaER etn€e N*:

Si Si
n est pair n est impair
Sia=0 x=0 x=0
Sia>0 | x=%a ou x=-%Ya x="%a
Sia<0 Pas de solution dans R x=—-"]a|

1) Résoudre dans IR I’équation (E;) : x® = 8
Soit S; I’ensemble des solutions de
I’équation (E;) dans IR
(E) © x°=8

e x=%8 oux=-38

23 ou x=-"Y23

e x=32 oux=-%2

—V2

= (V2 ;-2 )

2) Résoudre dans IR I’équation (E,) : x° = 3
Soit S, I’ensemble des solutions de
I’équation (E,) dans IR
(E;) & x*=3

e x=133

Donc S, ={¥3 }

3) Résoudre dans IR I’équation
(E3) :(x —1)* = —
Soit S3 I’ensemble des solutions de
I’équation (E;) dans IR
(B3) © (x—D*=-2
Avec (x —1)*>0vxelRet—2<0
Alors : L’équation (E3) n’admet pas de
solution dans IR
Donc S;=0

<:>x=\/§ ou x =

Donc §;

4) Résoudre dans IR I’équation :

(Ey) :(x —2)°> = -32
Soit S, I’ensemble des solutions de
I’équation (E,) dans IR
(Ey) © (x—2)>=-32

& x-2=-3/32
ox=2-V25 =2-2
S x=0

Donc S;={0 }
5) Résoudre dans IR I’équation :
(Es): x—6x3-16=0

Soit S5 I’ensemble des solutions de
I’équation (Es) dans IR
(Es) & x°—6x3-16=0
o (23’ -6x2-16=0
Onpose x3 =X




L’équation devient
X2-6X—-16=0 ()

Ona :
A= (—6)>—4x1x(-16) =100 >0
Donc I’équation ( * ) admet deux solutiosns
X, = 6-V100 _ 6-10 _ _2
2x1 2
X, = 6+v100 _ 6+10 _ g
2x1 2
D’ou
(Es) © x3=8 ou x3=-2
o x=38 oux=-Y8 oux=-32

S x=2 ou x=-2 ou x=—i/§

55={—2;2;—3{/§}

Donc

6) Résoudre dans IR I’équation :
(Eo) Y/ x+1)?2—-4}(x+1)+3=0

Soit D¢ le domaine de définitiuon de
I’équation (Eg)
et S¢ I’ensemble des solutions de cette
équation dans IR
L'équation (Eg) est définit ssi x+2 >0

xeEDgex=>-1oxe[—1;+0]
Donc  Dg = [—1; 400
E)e (Vx+1)2-4Yx+143=0

Onpose X=3Vx+1
L’équation devient
X2 —4X+3=0 (x)
Ona A= (—4)2—-4x1%x3=4>0
Donc I’équation ( * ) admet deux solutiosns
44 _ 4-2

= = =1
1 2x1 T2

4+V/4 4+2
2 = =——=3
2x1 2
(E6)(:>3\/x+1=1 ou Yx+1=3
ex+1=1% ou x+2=33
©x=1-1=0 ou x=27—-1=26
Les deux solutions sont dans Dy = [—1; + o[
Donc S, =1{0; 26}

7) Résoudre dans IR I’équation
(E;):36 —2x=vx—1
Soit D, le domaine de définitiuon de
I’équation (E-)
et S, P’ensemble des solutions de cette
équation dans IR
L’équation (E-) est définit
ssi 6—-2x>0etx—12>0
ssi —2x=>-6etx=>1
ssi x<3etx2>1
ssi 1<x<3

1<x<3 oxell1;3]
D¢ = [1; 3]

x €Dg &
Donc

(E)=V6 —2x=3Yx—1
= V6 -20% =Y (x - 1)?
©(6-2x)2=(x-1)3
©36—24x+4x>=x3—-3x*+3x—-1
ox3-7x*+27x =0

ex(x2—x+7)=0
©x=0 ou x2—x+7=0

L’équation (x> — x + 7 = 0 ) n’admet pas
de solution dans IR

Car A=(-1)?-4x1x7=-27<0

D’ou

(E;)e x=0 et 0¢Dg=][1;3]
Donc S, =0|

Exercice 3 :
Calculer les limites suivantes :

3— 3
1) lim 22 2) lim Z -1
4+ 2x— 8 1 x—1
3
3) lim ——— \/_ ! 4) lim Vx — 2x
. 3\/x 1 +vVx-5 . K x3+x2+1
) i == Olm e
Solution de I’exercice 3 :
3
1) Calculer lim —=>—2
4+ 2x—8
. 3\/x—4-
lim
4+t 2x -8

. , ., 0
est une forme indéterminée (5)



https://youtu.be/HUKOki3jGSE?si=avDQZFn9GekebXs_

li 3x-4 3x—a ><3\/(x—4)2
4+ 2x-8 4+ (2x-8)x3[(x—4)2
_ Ya-4?
T4t (2x-8)x3(x—4)2
= lim x-4
4+ 2(x—4)x3[(x-4)2
1
= lim —— =
4+ 23/(x-4)2
3
Dot lim 22 = 4o
4+ 2x-8
3 —
2) Calculer lim Gl
1 x -1

3
lim ‘/7__1 est une forme indetermie (g)
lim YE-1 _ Az -1 (V%) + 7 +1)
p T L (x -1 32+ ¥x +1]
B (x —1)
D[RR + Va+1]
1
- Ve a §
3
Dol lim 2=t -1
1 x-1 3
32 _
3) Calculer i =
8 x—8

32 _
lim Va4 s’agit d’une F.I (9)
1 x—8 0
li VaZ-a /x)2-22
xq:g' x—8 X8 (3;/_)3 23
B Ax —2)(¥x+2)
R - D[V + 2V + 4
B (Vx+2) 4 1
x—>8 [(3{/_)2 + 2\/_+4] 12 3
3
8 x—8 3

4) Calculer lim Vx — 2x
I}-gl Vx — 2x s’agit d’une F.I
[(+00) — (+00)]
lim Vx — 2x = lim Ux — 2¥x x Yx?
112)1 Vx - 2x=lJirgl 3\'/Y(l— 2 X xz)

lJirm Vx =+ et liml—ZSVx = —o

Alors lim x — 2x= —
+00
3
) Va—1 ++/x -
4) Calculer lim —= i
9 x—9
3
] Vx-1 +vVx -5 0
lim ad _‘E est une F.I (;)
3 3
lim YEIHVEZS VAT 240R 3
x—>9 x—9 x-9 x=9
 Vx—1T -2++Vx-3
= lim x—9
X— -
] V=1 =2 Vx — 3
= lim +
x-9 x—9 x—9
o lim Y12 G -2| (Y1) + 24 Tv4]
x—9 x—9 x-1 (x_g)[(s;/E)2+ 23\/x—1+4]
~ (31) -2°
-1 (x _9)[(3{/ﬁ)2+ 23\/x—1+4]
(x—1-8)
= lim
x-1 (x 9)[ 3;/_ 2 2% +4—]
- i (x-9)
-1 (y _9)[(3&/xT1)2+ 23\/x—1+4—]
= lim ! ==
x—1 [(:;\/xj)z+ 23\/x—1+4—] 12
. Vx-3 (Vx —3)
o yX=3
b= s = U st 3
1
= lim ==
-9 (Vx+3) 6
3
. VYx-1 +/x-5 1 1 _1
Donc  lim—= b = a0 =1
4/ 3 241
6) Calculer lim y——="—
+oo  2x2-x+3
4/ 3 241
lim +—=*" estuneF.| (+—)
+ i xes +oo
e lim —4 il lim - (e tet)
too 3 2xZ-x+3  +oo 3x4 (2x2-x+3)*
12
. (x3)3
=lim 1 —
+0o0 (2x%)
12 9
= llm a
= 11 11
V x3+x2+1
‘oo 3 2x2—x+3




Exercice 4 :

Calculer les limites suivantes :

1) lim Vx3 +3x2+2—3x

2) lJirm ¥V 8x3 + 3x — 2x

3) limY 1—x3 + 5x

Solution de I’exercice 4 :

1) Calculer lim ¥V x3 + 3x2 + 2 — 3x
+00

Il s'agit d'une forme indéterminée du type
[(+00) — (+)] avec¥1—-3 %0

car: lim 3x =+
Xx—>+00
et lim Yx3 +3x%2 + 2 = 4
xX—+00

lim Yx3 +3x%2 + 2 — 3x

xX—+00
3 xz 2
=lim |[x3(1+3—+—5)—3x
X5 +00 x3 x3

3

=lim x X
X—+00

=lim x <3/1+§+%—3>=—oo
x—+00 x X

Car : limx=+

xX—+00
et lim3/1+5+13—3=1—3=—z
x—+00 x X
Donc
lim Yx3+3x2+2 —-3x=-

x—+00
2) Calculer lim v 8x3 + 3x — 2x
+o0
Il s'agit d'une forme indéterminée du type
[(+00) — (+0)] avec/8—-2=0
car: lim 2x = +o

X—+0o

et lim Y8x3 + 3x = +

o B )
° lizrn 3/8x3 + 3x — 2x
x—+oo
li (3x/ 8x3+3;vc)3 - (2x)3
= m
x—>+00[ \/8x3+3x) +2x \/8x3+3x+(2x)2]

8x3+3x-8x3

3 2
1+—+—3—3x
X X

3 3

8+—2> +2° 8+ 2+4

x—>+oo lxz

x—+00 3

T
-

8+%> +2°[8+3 S+4

X

x2

= lim =0

2
x—+oo
[x( 8+12) +2°[8+3+4
X X

Car:
2
lim [x<3/8+12> +2'8+3+4
x—+00 x x
Donc
lim 3\/8x3 +3x—2x=0

X—+00

3) Calculer lim v 1— x3 + 5x

Il s'agit d'une forme indéterminée du type

[(+00) + (—00)]

=+OO

car: lim 5x = —
X——00
. 3
et lim V1 —x3 =
X—>—00

lim Y1 =23 + 5x = lim 31+ (—x)3 + x

X——00 X——00

3’( 1)3+1 + 5x
= lim (-x) (\/( o t1- 5) -

Car : lim (-x) =+

X—>—00

=lim (—x) X

X—>—00

et lim*|—+1-5=1-5=—4
xX——00 (—x)3
Donc
lim 3\/1—x3 +5x=—0o
xX—>—00

Exercice 5 :
Soit f la fonction définit sur [0; +oo[ par :

f(x) —x+3§/§—33;/;
1) Calculer lim f(x)

X—+ 00

2)Verifier que :

f@ =@x-1)+1; vxe[0;+]
En déduire la monotonie de f sur [0; +oo[
3) Montrer que f admet une fonction
réciproque f~1 définie surJ que ’on
déterminera
4) Déterminer f~1(x) pour tout x € ]

Solution de I’exercice 5 :
1) Calculer liin f(x)
Il s'agit d'une forme indéterminée du type

[(+00) = (+00)]

car :
lim x+3%x = +o et lim 3¥Ya2 = 4+
x—+00 xX—+0



https://youtu.be/HUKOki3jGSE?si=avDQZFn9GekebXs_

lim f(x) = lim x + 33x — 3Va?

X—+ 00 X—+00
3 3 2
= lim x(l +ﬂ—3\/x_>
x—+00 X X
. 3 3
= fim (14 gz ) = o
Car:

. 3 3\ _ , _
x‘ﬂ'&o(l T w) =let lim x =+
Donc lim f(x) = 400

X—+00
2) Verifier que :

f(x) = (i/;— 1)3 +1 ; VX€E[0;+o
Soit [0; +oo]
Fx-1)°+1
=)’ -33x) +3Vx—1+1
= (x)} -3(3%7)° +3Vx
= (V1) +3%x - 3(3%)" = f@)
Donc
f@) =@x-1)"+1 ; vx € [0; +oo]
e Déduction :
Soient x € [0; +[ et y€ [0; +oo[
x <y = Vx<ify
= Yx-1<3y-1
= (3{/——1)3+1<(3 y—1)3+1
= f(x) < f(y)
D’ou
f est strictement croissante sur I = [0; +oo

3) Montrer que f admet une fonction
réciproque f~1 définie sur J a déterminer
f est continue et strictement croissante

sur I =[0;+o[ Donc:
f admet une fonction réciproque f~1

définie sur J avec]J = f(I)
) = f([0;+00[ ) = |£(0); Lim f(x)|
=[1;+00]
J=f) =[1;+00]
3) Déterminons f~1(x) pourtout x € ] :
Soitx€] et yel
[l =yef) =x
= 3y - 1)3 +1=x
e (3 y—1)3=x—1

Donc :

Ona xe€J donc x>1
Donc x—1>0
De plus y € I = [0; +oo

Donc f"l(x)=y<=>(3y—1)3=x—1

=iy-1=Yx—-1
sify=1+¥x-1

oy=1+Vx-1)
ainsi flx)=(1+¥x—1) vxe]

Exercice 6 :

f une fonction définie par :
fx)=3-3VxZ—4
1) Déterminer Dy
et calculer lim f(x)

Xx—+00
2) Soit g la restriction de f sur I = [2; +oo|
a) Etudier le sens de variations de g sur I
en utilisant la définition de la monotonie
b) Montrer que :
g admet une fonction réciproque g~ sur
un intervalle J que I’on déterminera
c) Déterminer : g~1(x) pour tous x € J
3) a) Montrer que :
I’équation g(x) = x admet une unique
solutionatelque: 2<a<3
b) En utilisant la méthode de dichotomie
trouver un encadrement de la valeur a
d’amplitude 0.5

Solution de I'exercice 6 :
1) Déterminer D, et calculer lim f(x)

X—+00
Soit @ un nombre réel avec a > 0

On sait que :
e x’>a © x<-—Ja ou x>+a

o x>*<a © —Va<x<+a

e xeDy ©x*-4>0o x*>4
& X< -2 ou x=2
Donc D¢ = ]—o0; —2]U[2; +oo[

e lim f(x) = li{rn 1-Vx2—4=-x

X—+00

car limx%?—4 =+

X—+ 00

lim f(x) = —

X—+00

Donc




2) Soit g larestriction de f sur I = [2; +oo[
a) Etudier le sens de variations de g sur I
en utilisant la définition de la monotonie
Soient x;y € [2;+oo| telque: x<y
x<y=>x*<y’=>x>-4<y’-4
>Yxz—a<ifyz-4
> -Yx2—4a>-3y* -4
>3-Yx2-4>3-3y2—1

=gx) >g0)

D’ou
g est strictement décroissante sur[2; +oo[

b) Montrer que :
g admet une fonction réciproque g1 sur
un intervalle J que I’on déterminera
g est continue et strictement décroissante
sur I =[2;+o[ Donc:
g admet une fonction réciproque g1

définie sur J avec]J = f(I)

9 = f(Z+e0] ) = | lim f(x); f(2)]
= |- ;3]
J=f() =]-e0;3]

c) Déterminer : g~1(x) pour tous x € J

Donc :

Soit x€ ] =]—0;3] etyel=|[2;+x]
gl =y=ogy)=x
=3-3y2-4=x
o3-x=337"a

XEJ=]-0;3] et yeI=[2;4]
Donc 3—x=>0 ety?—4>0

gl =y ogl=x

oy -4=3-x
@(i/ﬁ)s =3 -x)3;
©y?-4=3-x)°
oy =3-x)3+4
Slyl=JB-27+4
ey=,/B-x)3+4

Car ye I =[2;+o[doncy =0

D’ou :
g t(x)=/(B3-x)3+4; Vx €]—x; 3]

3) a) Montrer que :
I’équation g(x) = x admet une unique
solutionatelque: 2<a<3
gx) =xegx)—x=0
On considére la fonction h définit par
h(x) =g(x) —x
e La fonction g estcontinue sur [2; +oo[
Et la fonction x:+— —x est continue sur
[2; 4+ D’on

la fonction h est continue sur [2; +oo[
e La fonction g est strictement décroissante
sur [2;+oo[ etlafonction x:+— —x estest
strictement décroissante sur [2; +oo[

D’ou

la fonction h est strictement décroissante

sur [2; 4+oo]

Car c’est une somme de deux fonctions
strictement décroissantes sur [2; +oo]

e h(3)=g(3)-3=-Y5<0
h(2)=g(2)—-2=3-2=1>0
Donc

h(3) xh(2) <0

D’ou d’apés T.V.1

I’équation h(x) = 0 admet une unique
solution e tel que : 2< a < 3
C-a-dire :

I’équation g(x) = x admet une unique
solution a telque : 2<a <3

b) Trouver un encadrement de la valeur a
d’amplitude 0.5
Ona 2<a<3

Le centre de Uintervalle]2; 3| est
243 _ 5

2 2
—h(3\=3_3%39_31_3
h(c)—h(z)—B 9-22-39 <0

et h(2) =1
5
Donc h(;) X h(2) <0
Doi 2<a<:
et amplitude de ’encadrement est
1=2-2=0.5



https://youtu.be/HUKOki3jGSE?si=avDQZFn9GekebXs_



