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Continuité  
d’une fonction numérique 

Série  d’exercices avec correction  
Partie 3   

 
 

..............................................................................................  

Exercice 1 :     
   Soit  𝒇   la  fonction  définie sur 𝐈 = ]−∞ ; 𝟏]    

        par  :  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟖  

 1) Montrer que  :  𝒇  est  strictement       

    décroissante   sur  𝐈 = ]−∞ ;  𝟏]    
 2) Montrons que  :    𝒇   admet une fonction  

   réciproque  𝒇−𝟏définie  sur un intervalle   

    𝐉   que l’on déterminera  

 3) Montrer que  :  

     𝒇−𝟏(𝐱) = 𝟑 − √𝒙 + 𝟏   pour tout  𝐱 ∈ 𝐉     
 

.....................................................................................................  

Exercice 2 :             
  Soit   𝒈   la fonction  définie  sur 𝐈 = ]𝟐  ;  +∞[    

               par  :  𝒈(𝒙) =
 𝟐𝒙 − 𝟏 

   𝟑𝒙−𝟔  
 

 1) Montrer que :  𝒈  est strictement  

      décroissante sur  𝐈 = ]𝟐 ;  +∞[   
 2)  Montrer que :  𝒈  admet une fonction  

      réciproque 𝒈−𝟏 définie sur un intervalle 

       𝐉  à déterminer 

 3) Calculer  𝒈(𝟒) et  𝒈 (𝟑)  et en déduire    

  𝒈−𝟏 ( 
𝟕

𝟔
  )   𝐞𝐭    𝒈−𝟏 (

  𝟓   

𝟑
 )   

           Puis déterminer  𝒈−𝟏 ([
 𝟕

 𝟔
  ;  

  𝟓   

𝟑
]  ) 

 4) Déterminer  𝒈−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉    
 

.............................................................................................. 

Exercice 3 :    
  Soit  𝐟  la fonction définit sur [𝟎; +∞[  

          par :  𝐟(𝐱) = 𝐱 + 𝟔√𝐱 + 𝟏 
 1) Calculer 𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞
𝐟(𝐱)   

  Et déterminer la monotonie de 𝐟 sur [𝟎; +∞[ 
 2) Montrer que :  f  admet  une fonction  

    réciproque 𝒇−𝟏définit  sur  𝐉 que l’on    

    déterminera 

 3)  Déterminer  𝒇−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉    
 

.................................................................................... 

 

.............................................................................................. 

Exercice 4 :    
   Soit  f   la fonction  définie  sur ℝ par : 

                   𝒇(𝒙) =
 𝒙𝟐 − 𝟏 

 𝒙𝟐 + 𝟏  
 

 1)  Calculer 𝒇′(𝒙) pour tout 𝐱 ∈ ℝ    

  en déduire  des variations de  𝒇 sur ℝ 

 2) Soit  𝒉  la restriction de la fonction  𝒇   

     sur 𝐈 = [𝟎 ; +∞[   
 a) Montrer que : 𝐡 admet une fonction 

réciproque 𝒉−𝟏 définie sur un intervalle  𝐉  à 

déterminer 

 b) Calculer   𝒉(𝟏) et 𝒉(𝟐)     

    et   en déduire   𝒉−𝟏 ([𝟎 ;  
𝟑

𝟓
])  

 c) Montrer que :  𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝟎   ∀𝐱 ∈ 𝐉    
 d) Déterminer  𝒉−𝟏(𝒙)   pour tout   𝐱 ∈ 𝐉   
  

..............................................................................................  

Exercice 5 :   
   Soit 𝒇  la fonction définie sur 𝑰 = [𝟒;+∞[     

         par  :    𝒇(𝒙) = −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 + 𝐱√𝒙 − 𝐱 + 𝟏 

1) a) Verifier que : 

            𝒇(𝒙) = 𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝒙 − 𝟐√𝒙)

𝟐
 ∀𝒙 ∈ 𝑰 

       b) Montrer que : 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) = −∞ 

2) Montrer que :     

     𝒇′(𝒙) = −
𝟏

𝟐
(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)   ∀𝒙 ∈ 𝑰 

  En deduire que : 

      𝒇 est strictemnt décroissante sur  𝐈 
3) Montrer que : l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet 

une unique solution 𝛂  dans 𝑰 = [𝟒;+∞[ 

     et que  𝛂 ∈]
  𝟔𝟒 

𝟗
 ;  
 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
[ 

4) a)  Montrer que :  f  admet une 

fonction réciproque 𝒇−𝟏définit  sur  𝐉  
que l’on déterminera 

      b) Déterminer 𝒇−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉 
      c) En déduire que :    ∝= 𝟒 + 𝟐√𝟑 
 

.............................................................................................. 
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Continuité  
d’une fonction numérique 

            Série  d’exercices avec correction  
Partie 3

  
 

 

 

Exercice 1 :    
   Soit  𝐟  la fonction  définie sur 

   𝐈 = ]−∞ ; 𝟏] par :  𝐟(𝐱) = 𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 + 𝟖 

 1) Montrer que :  𝐟 est  strictement       

    décroissante  sur  𝐈 = ]−∞ ;  𝟏]   
 2) Montrons que :  𝐟  admet une fonction  

   réciproque  𝐟−𝟏définie sur un intervalle   

    𝐉  que l’on déterminera 

 3) Montrer que : 

     𝐟−𝟏(𝐱) = 𝟑 − √𝐱 + 𝟏  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉   
  

Solution de l’exercice 1 : 
  1) Montrer que :  𝐟 est  strictement       

    décroissante  sur  𝐈 = ]−∞ ;  𝟏]   
 

   f   est dérivable sur ℝ   donc en particulier 

sur  𝑰 = ]−∞ ; 𝟏]   
           ( car f est un polynôme )  

Pour tout  𝒙 ∈ ℝ   :    𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟔 

 le signe de 𝟐𝒙 − 𝟔  sur ℝ est déterminé par  
 

𝒙 −∞             3                   +∞ 

𝟐𝒙 − 𝟔          --        0             + 

   Donc 

        ∀𝒙 ∈ ]−∞ ;𝟏] ∶    𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟔 < 𝟎      
   D’où :   la fonction  𝒇 est  strictement       

           décroissante  sur  𝑰 = ]−∞ ;  𝟏]  
 

  2) Mq : 𝐟 admet une fonction réciproque 

   𝐟−𝟏définie sur  𝐉  que l’on déterminera : 

  𝒇  est continue et strictement décroissante  

    sur   𝑰 = ]−∞ ; 𝟏]   Donc :  

      𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏  

  définie sur  𝑱  avec 𝑱 = 𝒇(𝑰) 

  𝒇(𝑰) = 𝒇(]−∞ ; 𝟏])  = [𝒇(𝟏) ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)[ 

          ●  𝒇(𝟏) = 𝟑 

          ●  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝟐𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟖     

                         = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒙𝟐 = +∞                  

𝑱 = 𝒇(𝑰) = [𝟑 ; +∞[  
   

 

3) Déterminons 𝐟−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉  :  
     Soit  𝒙 ∈ 𝑱    et   y∈ 𝑰     
𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) = 𝒙   

                       ⟺  𝒚𝟐 − 𝟔𝒚 + 𝟖 = 𝒙   

                       ⟺  𝒚𝟐 − 𝟔𝒚 + 𝟗 − 𝟏 = 𝒙   

                       ⟺ (𝒚 − 𝟑)𝟐 = 𝒙 + 𝟏   

    On a  𝒙 ∈ 𝑱    donc 𝒙 ≥ 𝟑     
                          Donc   𝒙 + 𝟏 ≥ 𝟏 ≥ 𝟎  

𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) = 𝒙   

               ⟺ (𝒚 − 𝟑)𝟐 = 𝒙 + 𝟏   

     ⟺ 𝒚 − 𝟑 = √𝒙 + 𝟏  𝒐𝒖  𝒚 − 𝟑 = −√𝒙 + 𝟏   

  Comme       𝒚 ∈ 𝑰    donc   𝒚 ≤ 𝟏     
                          Donc    𝒚 − 𝟑 ≤ −𝟐 ≤ 𝟎 

       D’où   𝒚 − 𝟑 = −√𝒙 + 𝟏 

           c.a .d       𝒚 = 𝟑 − √𝒙 + 𝟏 

ainsi    

                𝒇−𝟏(𝒙) = 𝟑 − √𝒙 + 𝟏     ∀𝒙 ∈ 𝑱    
   

Exercice 2 :            
  Soit  𝐠   la fonction  définie sur 𝐈 = ]𝟐 ; +∞[   

               par  :  𝐠(𝐱) =
 𝟐𝐱 − 𝟏 

   𝟑𝐱−𝟔  
 

 1) Montrer que :  𝐠  est strictement  
      décroissante sur  𝐈 = ]𝟐 ; +∞[   
 2)  Montrer que :  𝐠  admet une fonction  
      réciproque 𝐠−𝟏 définie sur un intervalle 
       𝐉  à déterminer 
 3) Calculer  𝐠(𝟒) et  𝐠 (𝟑)  et en déduire    

  𝐠−𝟏 ( 
𝟕

𝟔
  )   𝐞𝐭    𝐠−𝟏 (

  𝟓   

𝟑
 )   

           Puis déterminer  𝐠−𝟏 ([ 
 𝟕

 𝟔
  ;  

  𝟓   

𝟑
]  ) 

 4) Déterminer  𝐠−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉    
 

Solution de l’exercice 2 : 
 

    1)  la monotonie de la fonction  𝐠  : 

La fonction   𝒖 ∶ 𝒙
          
→  

 𝟐𝒙−𝟏 

 𝟑𝒙−𝟔 
     est dérivable  

   sur 𝑫𝒖 = ℝ ∖ {𝟐}    
        ( car u est une fonction rationelle  ) 

  Donc  

           𝒈   est dérivable  sur   ]𝟐 ; +∞[ 
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Pour tout  𝒙 ∈ ]𝟐 ; +∞[  : 

                𝒈′(𝒙) = (
  𝟐𝒙−𝟏  

  𝟑𝒙−𝟔 
) ′ 

                        =
   (𝟐𝒙−𝟏)′ (𝟑𝒙−𝟔)−(𝟑𝒙−𝟔)′(𝟐𝒙−𝟏)   

(𝟑𝒙−𝟔)𝟐
    

                        =
𝟐 (𝟑𝒙−𝟔)−𝟑(𝟐𝒙−𝟏)   

(𝟑𝒙−𝟔)𝟐
      

                        =
𝟔𝒙−𝟏𝟐−𝟔𝒙+𝟑   

(𝟑𝒙−𝟔)𝟐
=

−𝟗   

(𝟑𝒙−𝟔)𝟐
 

 Donc   ∀𝒙 ∈ ]𝟐 ; +∞[  : 𝒈′(𝒙) =
−𝟗   

(𝟑𝒙−𝟔)𝟐
< 𝟎 

  D’où   

 la fonction  𝒈 est strictement décroissante   

   sur  𝑰 = ]𝟐 ;  +∞[  
 

 2) Mq :𝐠 admet une fonction réciproque 

   𝐠−𝟏définie sur  𝐉  que l’on déterminera : 
 

     𝒈  est continue et strictement décroissante    

  sur ]𝟐 ; +∞[   Donc : 𝒈 admet une fonction 

réciproque 𝒈−𝟏définie sur  𝑱 

       avec 𝑱 = 𝒈(]𝟐 ; +∞[) 

 = ] 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙)[ 

    Avec   𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

  𝟐𝒙−𝟏  

  𝟑𝒙−𝟔 
 

                                    = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

  𝟐𝒙  

  𝟑𝒙 
=
𝟐

𝟑
 

   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

  𝟐𝒙−𝟏  

  𝟑𝒙−𝟔 
= +∞   

   Car : 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟑    𝒆𝒕 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝟑𝒙 − 𝟔 = 𝟎+ 

         𝒙 −∞            2                    +∞ 

𝟑𝒙 − 𝟔           --      0          +   

 

           D’où     𝒈(]𝟐 ; +∞[) = ]
𝟐

𝟑
; +∞ [    

 

  3) Calculer  𝐠(𝟒) et 𝐠 (𝟑) et  déduction  

     de   𝐠−𝟏 ([ 
 𝟕 

 𝟔
  ;  

  𝟓   

𝟑
]  )  :    

      ●        𝒈(𝟒) =
  𝟐×𝟒−𝟏  

  𝟑×𝟒−𝟔 
=
    𝟕  

  𝟔 
  

     et    𝒈 (𝟑) =
  𝟐×𝟑−𝟏  

  𝟑×𝟑−𝟔 
=
    𝟓  

  𝟑 
 

   On sait que :  ∀𝒙 ∈ 𝑱    et   ∀y∈ 𝑰     
                      𝒈−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒈(𝒚) = 𝒙   

    Donc   

  𝒈−𝟏 (  
𝟕

𝟔
  ) = 𝟒  𝒆𝒕   𝒈−𝟏 (

  𝟓   

𝟑
 ) = 𝟑   

     ● On sait que la monotonie de la fonction      

   𝒈−𝟏 Sur l’intervalle  𝑱  est la meme monotonie   

   de  la fonction  𝒈 sur l’intervalle  𝑰         
 

 
  ● La fonction  𝒈 est  continue strictement  

  décroissante  sur  𝑰 = ]𝟐 ;  +∞[  
  Donc :    La fonction  𝒈−𝟏 est  continue 

strictement décroissante sur 𝑱 = ]
𝟐

𝟑
; +∞ [     

 En particulier sur [ 
  𝟕  

  𝟔 
  ;  

  𝟓   

𝟑
] 

  Donc : 

 𝒈−𝟏 ([
  𝟕 

 𝟔 
  ;  

  𝟓   

𝟑
]  ) = [𝒈−𝟏 (

  𝟓   

𝟑
  ) ;  𝒈−𝟏 (

  𝟕  

𝟔
)]      

   D’où 

          𝒈−𝟏 ([
  𝟕  

𝟔
  ;  

  𝟓   

𝟑
]  ) = [ 𝟑 ;  𝟒]   

 

4) Déterminer  𝐠−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉    
   Soit     𝒙 ∈ 𝑱   et   y∈ 𝑰     
    𝒈−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒈(𝒚) = 𝒙   

                           ⟺ 
𝟐 𝒚−𝟏  

 𝟑𝒚−𝟔
 = 𝒙   

                           ⟺  𝟐𝒚 − 𝟏 = 𝒙(𝟑𝒚 − 𝟔)    
                           ⟺   𝟐𝒚 − 𝟏 = 𝟑𝒙𝒚 − 𝟔𝒙   

                           ⟺  𝟔𝒙 − 𝟏 = 𝟑𝒙𝒚 − 𝟐𝒚   

                           ⟺  𝟔𝒙 − 𝟏 = 𝒚(𝟑𝒙 − 𝟐)   

  ⟺  
   𝟔 𝒙 − 𝟏  

 𝟑𝒙 − 𝟐
 = 𝒚 

     D’où        𝒈−𝟏(𝒙) =
   𝟔 𝒙−𝟏  

 𝟑𝒙−𝟐
    ∀𝒙 ∈ 𝑱     

 

Exercice 3 :    
 Soit  𝐟  la fonction définit sur [𝟎; +∞[  

          par :  𝐟(𝐱) = 𝐱 + 𝟔√𝐱 + 𝟏 

 1) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱)   

 Et déterminer la monotonie de 𝐟 sur [𝟎;+∞[ 
 2) Montrer que :  f  admet  une fonction  

    réciproque 𝐟−𝟏définit  sur  𝐉 que l’on    

    déterminera 

 3)  Déterminer  𝐟−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉    
 

Solution de l’exercice 3 : 
 

  1) 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) 𝐞𝐭 monotonie de 𝐟 sur [𝟎;+∞[: 

    ●  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒙 + 𝟔√𝒙 + 𝟏 = +∞     

    ●  Soient  𝒙 ∈ [𝟎;+∞[    et   y∈ [𝟎;+∞[   

          𝒙 < 𝒚 ⟹   𝒙 < 𝒚    𝒆𝒕   𝟔 √𝒙 < 𝟔√𝒚    

                      ⟹   𝒙 + 𝟔√𝒙 < 𝒚 + 𝟔√𝒚   

                      ⟹ 𝒙 + 𝟔√𝒙 < 𝒚 + 𝟔√𝒚   

                      ⟹ 𝒙 + 𝟔√𝒙 + 𝟏 < 𝒚 + 𝟔√𝒚 + 𝟏  

                   ⟹ 𝒇(𝒙) < 𝒇(𝒚)  
    D’où 

 𝒇 est strictement croissante sur  𝑰[𝟎; +∞[   
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  Autrement : 
   

     f  est dérivable sur  𝑰 = ]𝟎 ;  +∞[ 

 et  ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ; +∞[  :   𝒇′(𝒙) = 𝟏 + 𝟔 ×
  𝟏  

𝟐√𝒙
 

  Donc  ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ; +∞[  : 𝒇′(𝒙) = 𝟏 +
  𝟑  

√𝒙
> 𝟎 

  D’où   

 la fonction  𝒇  est strictement cr oissante   

   sur  𝑰 = [𝟎 ;  +∞[  
 

2) Montrer que :  f  admet  une fonction  

    réciproque 𝐟−𝟏définit  sur  𝐉 que l’on    

    déterminera 
   𝒇  est continue et strictement  croissante  

    sur   𝑰 = [𝟎; +∞[     Donc :  

      𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏  

  définie sur  𝑱  avec 𝑱 = 𝒇(𝑰) 

  𝒇(𝑰) = 𝒇([𝟎;+∞[  )  = [𝒇(𝟎) ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)[ 

                               = [ 𝟏 ; +∞ [ 
            Donc :     𝑱 = 𝒇(𝑰) = [𝟏 ; +∞[  
 

 3) Déterminons 𝐟−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉  :  
 

      Soit  𝒙 ∈ 𝑱    et   𝒚 ∈ 𝑰     
𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) = 𝒙   

                   ⟺ 𝒚 + 𝟔√𝒚 + 𝟏 = 𝒙   

                ⟺  √𝒚
𝟐
+ 𝟐 × 𝟑 × √𝒚 + 𝟗 − 𝟖 = 𝒙   

              ⟺ (√𝒚 + 𝟑)
𝟐
= 𝒙 + 𝟖   

    On a  𝒙 ∈ 𝑱    donc  𝒙 ≥ 𝟏     
                          Donc   𝒙 + 𝟖 ≥ 𝟗 ≥ 𝟎  
 

𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ (√𝒚 + 𝟑)
𝟐
= 𝒙 + 𝟖 

 ⟺ √𝒚 − 𝟑 = √𝒙 + 𝟖   𝒐𝒖  √𝒚 − 𝟑 = −√𝒙 + 𝟖    
  

 Et comme    𝒚 ∈ 𝑰 = [𝟎;+∞[    et    √𝒚 ≥ 𝟎     

                       Aors     √𝒚 + 𝟑 ≥ 𝟑 ≥ 𝟎 

  De plus     𝒙 + 𝟖 ≥ 𝟗 ⟺ √𝒙 + 𝟖 ≥ 𝟑 

                                       ⟺ −𝟑 + √𝒙 + 𝟖 ≥ 𝟎 

    Donc 

    𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ √𝒚 + 𝟑 = √𝒙 + 𝟖   

          ⟺ √𝒚 = −𝟑 + √𝒙 + 𝟖  

                         ⟺ 𝒚 = (−𝟑 + √𝒙 + 𝟖 )
𝟐
 

      

ainsi    𝒇−𝟏(𝒙) = (−𝟑 + √𝒙 + 𝟖 )
𝟐
  ∀𝒙 ∈ 𝐉  

 

 

 

Exercice 4 :    
 Soit  f   la fonction définie sur ℝ par: 

                   𝒇(𝒙) =
 𝒙𝟐 − 𝟏 

 𝒙𝟐 + 𝟏  
 

 1)  Calculer 𝒇′(𝒙) pour tout 𝐱 ∈ ℝ    

  en déduire  des variations de  𝒇 sur ℝ 

 2) Soit  𝒉  la restriction de la fonction  𝒇   

     sur 𝐈 = [𝟎 ; +∞[   
 a) Montrer que : 𝐡 admet une fonction 

réciproque 𝒉−𝟏 définie sur un intervalle  𝐉  à 

déterminer 

 b) Calculer   𝒉(𝟏) et 𝒉(𝟐)     

    et   en déduire   𝒉−𝟏 ([𝟎 ;  
𝟑

𝟓
])  

 c) Montrer que :  𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝟎   ∀𝐱 ∈ 𝐉    
 d) Déterminer  𝒉−𝟏(𝒙)   pour tout   𝐱 ∈ 𝐉   
  

Solution de l’exercice 4 : 
 

    1)  Les variations de  𝒇 sur  ℝ  : 
 

La fonction   f∶ 𝒙
          
→  

 𝒙𝟐 − 𝟏 

   𝒙𝟐 + 𝟏  
     est dérivable  

   sur 𝑫𝒇 = ℝ    

        ( car f  est une fonction rationelle  ) 

  Donc  

    ●  Pour tout  𝒙 ∈ ℝ: 

                𝒇′(𝒙) = (
 𝒙𝟐 − 𝟏 

   𝒙𝟐 + 𝟏  
) ′ 

                        =
   (𝒙𝟐 − 𝟏)

′
 (𝒙𝟐+ 𝟏)−(𝒙𝟐+ 𝟏)

′
(𝒙𝟐 − 𝟏)   

( 𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟐     

                        =
𝟐𝒙 ( 𝒙𝟐 + 𝟏)−𝟐𝒙( 𝒙𝟐 −𝟏)   

(  𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟐       

                        =
𝟐 𝒙𝟑+𝟐𝒙 −𝟐 𝒙𝟑+𝟐𝒙   

( 𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟐 =

𝟒𝒙   

( 𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟐 

 Donc  le signe de 𝒇′(𝒙)  est le signe de 𝟒𝒙 

 c.à.d         𝒇′(𝒙) ⟺ 𝟒𝒙 ≥ 𝟎  ⟺ 𝒙 ≥ 𝟎   

     ●  𝒇(𝟎) = −𝟏 

     ●  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

 𝒙𝟐 − 𝟏 

   𝒙𝟐 + 𝟏  
     

                       = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

 𝒙𝟐  

   𝒙𝟐   
= 𝟏                       

      ●  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

 𝒙𝟐 − 𝟏 

   𝒙𝟐 + 𝟏  
= 𝟏     

   D’où 
  

𝐱 −∞                 0                    +∞ 

𝒇′(𝒙)             --         0           + 
 

 

𝒇(𝒙) 
 1                                              1     

                          −𝟏                                        
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2) Soit  𝒉  la restriction de la fonction  𝒇   

     sur 𝐈 = [𝟎 ; +∞[   
 a) Montrer que : 𝐡 admet une fonction 

réciproque 𝒉−𝟏 définie sur un intervalle  𝐉  
à déterminer 

  ●  𝒉  est continue sur   𝑰 = [𝟎;+∞[    
     ( Restriction d’une fonction rationnelle 𝒇 ) 

   ●  𝒉 et strictement  croissante sur 

   𝑰 = [𝟎; +∞[   ( d’après les variations de 𝒇 ) 

 Donc :  

      𝒉 admet une fonction réciproque 𝒉−𝟏  

  définie sur  𝑱  avec 𝑱 = 𝒇(𝑰) 

  𝒉(𝑰) = 𝒇([𝟎;+∞[  )  = [𝒇(𝟎) ; 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)[ 

                               = [−𝟏 ; 𝟏 [ 
            Donc :     𝑱 = 𝒉(𝑰) = [−𝟏 ; 𝟏[   
 

  b) Calculer   𝒉(𝟏) et 𝒉(𝟐)     

    et   en déduire   𝒉−𝟏 ([𝟎 ;  
𝟑

𝟓
])  

         ●        𝒉(𝟏) =
  𝟏−𝟏  

  𝟏+𝟏 
= 𝟎  

        et    𝒉(𝟐) =
  𝟒−𝟏  

  𝟒+𝟏 
=
    𝟑  

  𝟓 
 

   On sait que :  ∀𝒙 ∈ 𝑱    et   ∀𝒚 ∈ 𝑰     
                      𝒈−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒈(𝒚) = 𝒙   

 Donc    𝒉−𝟏(  𝟎  ) = 𝟏  𝒆𝒕   𝒉−𝟏 (
  𝟑   

𝟓
 ) = 𝟐   

 ●    On sait que la monotonie de la foncion 

    𝒉−𝟏 sur  l’intervalle  𝑱 = [−𝟏; 𝟏[  est  la      

   mȇme  monotonie   de  la fonction  𝒉 sur    

   l’intervalle   𝑰 = [𝟎;+∞[     
   Et comme  𝒉   est continue et  strictement       

  croissante sur 𝑰 = [𝟎; +∞[ 
  Alors     

   la fonction  𝒉−𝟏  est continue et  

   strictement croissante sur  J= [−𝟏; 𝟏[  

    et en particulier sur [ 𝟎  ;  
  𝟑   

𝟓
] 

 Donc:  𝒉−𝟏 ([𝟎  ;  
  𝟑   

𝟓
]  ) = [𝒉−𝟏(𝟎 ) ;  𝒉−𝟏 (

  𝟑  

𝟓
)]      

  

D’où          𝒈−𝟏 ([𝟎  ;  
  𝟑   

𝟓
]  ) = [ 𝟏 ;  𝟐]   

        
c) Montrer que :  𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝟎   ∀𝐱 ∈ 𝐉    
 

   la fonction   𝒉−𝟏 est strictement croissante 

sur  J= [−𝟏; 𝟏[ 
 Donc    ∀𝒙 ∈ [−𝟏; 𝟏[   
              𝒙 ≥ −𝟏 ⟹ 𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝒉−𝟏(−𝟏)   

 ⟹   𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝟎   

    D’où          𝒉−𝟏(𝒙) ≥ 𝟎     ∀𝐱 ∈ 𝐉    
 
 

 

3) Déterminons 𝒉−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉  :  
 

      Soit  𝒙 ∈ 𝑱    et   𝒚 ∈ 𝑰     
    𝒉−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒉(𝒚) = 𝒙   

                           ⟺ 
 𝒚𝟐 − 𝟏 

   𝒚𝟐 + 𝟏  
 = 𝒙   

                           ⟺ 𝒚𝟐  −  𝟏 = 𝒙(𝒚𝟐 +  𝟏)    
                           ⟺  𝒚𝟐  −  𝟏 = 𝒙𝒚𝟐 + 𝒙   

                           ⟺ 𝒚𝟐  −  𝒙𝒚𝟐  = 𝟏 + 𝒙   

                           ⟺ 𝒚𝟐(𝟏 −  𝒙)  = 𝟏 + 𝒙   

  ⟺ 𝒚𝟐 =
  𝟏 + 𝒙  

 𝟏 − 𝒙
  

     Et comme    x∈ 𝑱 = [−𝟏; 𝟏[         

                       Aors     
   𝟏+𝒙  

 𝟏−𝒙
≥ 𝟎  𝒆𝒕 𝟏 − 𝒙 ≠ 𝟎 

    Donc 

    𝒉−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒚𝟐 =
  𝟏+𝒙  

 𝟏−𝒙
 

                      ⟺ 𝒚 =  √
  𝟏+𝒙  

 𝟏−𝒙
  𝒐𝒖  𝒚 = − √

  𝟏+𝒙  

 𝟏−𝒙
  

                       ⟺ 𝒚 = √
  𝟏+𝒙  

 𝟏−𝒙
      (  car : 𝒚 ≥ 𝟎 ) 

        Ainsi    𝒉−𝟏(𝒙) = √
  𝟏+𝒙    

 𝟏−𝒙  
   ∀𝒙 ∈ 𝐉  

 

Exercice 5 :  
   Soit 𝒇 la fonction définie sur 𝑰 = [𝟒;+∞[    

         par  :    𝒇(𝒙) = −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 + 𝐱√𝒙 − 𝐱 + 𝟏 

1) a) Verifier que : 

            𝒇(𝒙) = 𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝒙 − 𝟐√𝒙)

𝟐
 ∀𝒙 ∈ 𝑰 

       b) Montrer que : 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) = −∞ 

2) Montrer que :     

     𝒇′(𝒙) = −
𝟏

𝟐
(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)   ∀𝒙 ∈ 𝑰 

Deduire que : 𝒇 est strictemnt décroissante sur  𝐈 
3) Montrer que : l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet une 

unique solution 𝛂  dans 𝑰 = [𝟒;+∞[ 

     et que  𝛂 ∈]
  𝟔𝟒 

𝟗
 ;  
 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
[ 

4) a)  Montrer que :  f  admet une fonction 

réciproque 𝒇−𝟏définit  sur  𝐉  à déterminer 

      b) Déterminer 𝒇−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉 

      c) En déduire que :    ∝= 𝟒 + 𝟐√𝟑 

Solution de l’exercice 4 : 
 

1) a) Verification et calcul de 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱)  

  ●  Soit  𝒙 ∈ [𝟒;+∞[ 

  𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝐱 − 𝟐√𝐱)

𝟐
= 𝟏 −

𝟏

𝟒
(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙√𝒙 + 𝟒𝒙) 

                  = 𝟏 −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 + 𝒙√𝒙 − 𝒙 = 𝒇(𝒙) 

  ● 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝐱 − 𝟐√𝐱)

𝟐
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On a 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱 − 𝟐√𝐱 = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

√𝐱(√𝐱 − 𝟐) = +∞  

 Donc 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

(𝐱 − 𝟐√𝐱 )
𝟐
= +∞ 

 D’où     𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) = −∞   
 

2) Montrer que :     

     𝒇′(𝒙) = −
𝟏

𝟐
(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)   ∀𝒙 ∈ 𝑰 

  ●  Soit  𝒙 ∈ [𝟒;+∞[ 

  𝒇′(𝒙) = (𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝐱 − 𝟐√𝐱)

𝟐
) ′    

            = −𝟐
𝟏

𝟒
((𝐱 − 𝟐√𝐱)) ′(𝐱 − 𝟐√𝐱)    

           = −
𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝟏

√𝐱
) × √𝒙 × (√𝒙 − 𝟐)    

  = −
𝟏

𝟐
(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)                             

 Donc    𝒇′(𝒙) = −
𝟏

𝟐
(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)   ∀𝒙 ∈ 𝑰 

  ● Déduction :  

 Le signe  𝒇′(𝒙) sur [𝟒;+∞[est le signe oposé 

de  (√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐) 

 ∀𝒙 ∈ [𝟒;+∞[  𝒙 ≥ 𝟒  𝒆𝒕 𝒙 > 𝟏   
  Donc 

  ∀𝒙 ∈ [𝟒;+∞[  √𝒙− 𝟐 ≥ 𝟎  𝒆𝒕 √𝒙− 𝟏 > 𝟎 

  D’où 

 ∀𝒙 ∈ [𝟒;+∞[  (√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 − 𝟐)  ≥ 𝟎 

  Ainsi      ∀𝒙 ∈ [𝟒;+∞[  𝒇′(𝒙)  ≤ 𝟎 
 (   𝒇′ s’annule en un seule point sur [𝟒;+∞[ )  
Donc 

   𝒇 est strictemnt décroissante sur  [𝟒; +∞[ 
 

3) Montrer que : l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet 

une unique solution 𝛂  dans 𝑰 = [𝟒;+∞[ 

     et que  𝛂 ∈]
  𝟔𝟒 

𝟗
 ;  
 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
[ 

 

● On a 𝒇(𝒙) = (−
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 − 𝐱 + 𝟏) + 𝐱√𝒙 

        𝐟 est continue sur  [𝟒;+∞[  
   (  comme some de deux fonctions continues 

    𝒖: 𝒙 → −
𝟏

𝟒
𝒙
𝟐
− 𝒙 + 𝟏 et   𝒗: 𝒙 → 𝒙√𝒙  ) 

●  𝐟 est continue et strictement décroissante 
sur   [𝟒; +∞[  Donc : 

            𝐟([𝟒;+∞[) = ] 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱) ; 𝒇(𝟒)] 

    = ]−∞; 𝟏] 
        Alors   𝟎 ∈ 𝒇([𝟒;+∞[) 

   𝒇 est continue et strictement croissantesur  

[𝟒;+∞[  et   𝟎 ∈ 𝒇([𝟒; +∞[)  donc 

 l’équation  𝒇(𝒙) = 𝟎  admet une seule 

solution 𝛂  dans [𝟒; +∞[ 

 

● Vérifions que :   
  𝟔𝟒 

𝟗
< 𝜶 <

 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
   

l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet une unique 

solution 𝜶 dans[𝟒;+∞[   

   avec     𝒇 (
 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
) < 𝟎  et   𝒇 (

  𝟔𝟒 

𝟗
) > 𝟎   

donc   𝒇 (
 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
) × 𝒇 (

  𝟔𝟒 

𝟗
) < 𝟎  

       D’ou  d’aprés le T.V.I         
  𝟔𝟒 

𝟗
< 𝜶 <

 𝟏𝟐𝟏  

𝟏𝟔
 

 

4) a)  Montrer que :  f  admet une fonction 

réciproque 𝒇−𝟏définit  sur 𝐉 à déterminer  

    𝒇  est continue et strictement décroissante    

  sur 𝑰 = [𝟒;+∞[   

Donc : 𝒇   admet une fonction réciproque 

𝒈−𝟏définie sur  𝑱 

       Avec   𝑱 = 𝒈([𝟒;+∞[ ) = ]−∞; 𝟏] 
 

   b) Déterminer 𝒇−𝟏(𝐱)  pour tout  𝐱 ∈ 𝐉 
Soit  𝒙 ∈ 𝑱 = ]−∞; 𝟏]    et   𝒚 ∈ 𝑰 = [𝟒;+∞[     
𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) = 𝒙   

                   ⟺ 𝟏 −
𝟏

𝟒
(𝒚 − 𝟐√𝒚)

𝟐
= 𝒙   

                ⟺ 𝟏 − 𝒙 =
𝟏

𝟒
(𝒚 − 𝟐√𝒚)

𝟐
   

              ⟺ 𝟒(𝟏 − 𝒙) = (𝒚 − 𝟐√𝒚)
𝟐
     

 On a  𝒙 ∈ 𝑱 donc  𝒙 ≤ 𝟏  𝒅onc  𝟒(𝟏 − 𝒙) ≥ 𝟎  
 

𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚  

⟺ 𝒚− 𝟐√𝒚 = √𝟒(𝟏 − 𝒙)   𝒐𝒖  𝒚 − 𝟐√𝒚 = −√𝟒(𝟏 − 𝒙)  

   ⟺ 𝒚 − 𝟐√𝒚 = 𝟐√(𝟏 − 𝒙)      car 𝒚 − 𝟐√𝒚 ≥ 𝟎 

   ⟺ 𝒚 − 𝟐√𝒚 + 𝟏 = 𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙)     

   ⟺ 𝒚− 𝟐√𝒚 + 𝟏 = 𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙)           

 ⟺ (√𝒚 − 𝟏)
𝟐
= 𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙)                                       

  ⟺√𝒚− 𝟏 = √𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙)  

  ⟺√𝒚 = 𝟏 + √𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙)  

 ⟺ 𝒚 = (𝟏+ √𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙) )

𝟐

 

ainsi    𝒇−𝟏(𝒙) = (𝟏+√𝟏 + 𝟐√(𝟏− 𝒙) )
𝟐

∀𝒙 ∈ 𝐉  

 

  c) En déduire que :    ∝= 𝟒 + 𝟐√𝟑 

 On a :  𝒇−𝟏(𝒙) = (𝟏+√𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝒙) )
𝟐

∀𝒙 ∈ 𝐉 

  𝒇(∝) = 𝟎 ⟺ 𝒇−𝟏(𝟎) =∝ 

  Donc   ∝= (𝟏 + √𝟏 + 𝟐√(𝟏 − 𝟎) )

𝟐

= (𝟏 + √𝟑)
𝟐
 

            D’où    ∝= 𝟒 + 𝟐√𝟑 
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