Continuiteé
d’une fonction numérique

Série d’exercices avec correction
Partie 3
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Exercice 1 :

Soit f lafonction définiesur I =]—o0 ;1]
ar: f(x) =x*—-6x+8

1) Montrer que : f est strictement
décroissante sur I =]—o0; 1]

2) Montrons que : f admet une fonction
réciproque f~1définie sur un intervalle
] que ’on déterminera

3) Montrer que :
f1(x) =3 —+/x+1 pourtout x €]

Exercice 2 :
Soit g lafonction définiesurl =]2; 4+oo[

g(X) 2x -1

-6
1) Montrer que: g est strlctement
décroissante sur I =]2; 4oo]
2) Montrer que : g admet une fonction
réciproque g~ définie sur un intervalle
J a déterminer

3) Calculer g(4) et g (3) eten déduire

7 5
-1( _ =1({_ S
& (6) €t g ( 3 )
Puis déterminer g1 ([—Z %] )
4) Déterminer g~1(x) pour tout x € ]

Exercice 3 :
Soit f la fonction définit sur [0; +oo[

par: f(x) =x+6Vx+1
1) Calculer lim f(x)

X—+00
Et déterminer la monotonie de f sur [0; +oo|
2) Montrer que : f admet une fonction
réciproque f~1définit sur J que ’on
déterminera
3) Déterminer f~1(x) pourtout x €]

Exercice 4 :
Soit f la fonction définie sur R par :
x2 -1
f(.X') = x2+1
1) Calculer f'(x) pour tout x € R
en déduire des variations de fsur R
2) Soit h la restriction de la fonction f
surl =[0; +oof
a) Montrer que : h admet une fonction
réciproque h~! définie sur un intervalle J a

déterminer
b) Calculer h(1) et h(2)

et en déduire h1 ([0; %D

c) Montrer que: h™1(x) >0 Vvx€]
d) Déterminer h=1(x) pourtout x €]

Exercice 5 :

Soit f la fonction définie sur I = [4; +oo]
par : f(x) = —ixz +xvx—-x+1
1) a) Verifier que :
fx) = 1—i(x—2\/_)ZVxEI

b) Montrer que : llgrn f(x) =
X— 100
2) Montrer que :
f'(x) = —%(\/}— 1)(Vx—-2) vxel

En deduire que :
f est strictemnt décroissante sur I
3) Montrer que : ’équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans I = [4; + o[
64 121
et que «a e] ;

vl
4) a) Montrer que. f admet une
fonction réciproque f~1définit sur J
que ’on déterminera
b) Déterminer f~1(x) pour tout x € ]
c) En déduire que : «= 4+ 23
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Exercice 1 :

Soit f la fonction définie sur
I=]-o0;1] par: f(x) =x*—-6x+8
1) Montrer que : f est strictement
décroissante sur I =]—o0; 1]

2) Montrons que : f admet une fonction
réciproque f~1définie sur un intervalle
J que I’on déterminera

3) Montrer que :

f~1(x) =3 —+x+1 pourtout x €]

Solution de I'exercice 1 :
1) Montrer que : f est strictement
décroissante sur I =]—o0; 1]

f estdérivable sur R donc en particulier
sur I = ]—o0;1]
(car f est un polynéme )

Pourtout xe R : f'(x)=2x—6
le signe de 2x — 6 sur R est déterminé par
X —o0 3 +00
2x — 6 ) +
Donc
Vx€]—;1]: f'(x)=2x—-6<0
D’ou : lafonction f est strictement

décroissante sur I =]—oo; 1]

2) Mq : f admet une fonction réciproque
f~1définie sur J que ’on déterminera :
f est continue et strictement decroissante
sur I =]—o;1] Donc:
f admet une fonction réciproque f~1
définie sur J avec]J = f(I)
fD) = fA—c0;1]) = [f(1); lim f()|
e f(1)=3
° xl_i)rjgof(x) = xl_l)r_rgo 2x* —6x+8

= lim x?> = +o

X—>—00

J=Ff) =[3;+oo[

3) Déterminons f~1(x) pourtout x € :
Soit xeJ et yelI
fflf=y=f)=x
& y2—6y+8=x
& y2P—-6y+9-1=x
S@y-3)2=x+1
Ona x€]J doncx=>3
Donc x+1>12>0
fflf=y=f)=x
S(@ky-3)2=x+1
Sy—-3=vx+louy—-3=—-Vx+1

Comme ye€l donc y<1
Donc y—3<-2<0
Dou y—3=—-Vx+1
cad —Vx+1
ainsi
fFlx)=3—-Vx+1 vxe]j

Exercice 2 :
Soit g lafonction définiesurl =]2; +oo[

r: gx)= Z;X:;

1) Montrer que : g est strictement
décroissantesur I =]2; +oof

2) Montrer que : g admet une fonction
réciproque g~ définie sur un intervalle
] a déterminer

3) Calculer g(4) et g (3) et en déduire

() e (3)

Puis déterminer g~ ([— —] )
4) Déterminer g~1(x) pour tout x €]
Solution de I ice 2 :

1) la monotonie de la fonction g :
La fonction u: x —>% est dérivable
sur D, = R\ {2}
(car u est une fonction rationelle )

Donc
g estdérivable sur ]2; +oof
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Pour tout x € ]2; +oo[ :

g'(x) = ( = )

3x—6
2x-1)' (3x-6)—(3x-6)'(2x-1)

(3x-6)2
_ 2(3x-6)-3(2x-1)

(3x-6)2
_ 6x—12—-6x+3 -9

(3x-6)2  (3x- 6)2
Donc Vx€]2; +oo| : g'(x) =

(3x-6)2 <0
D’ou

la fonction g est strictement décroissante
sur I =]2; +oof

2) Mq :g admet une fonction réciproque
g~ 1définie sur J que I’on déterminera :

g est continue et strictement décroissante
sur ]2 ; +of Donc: g admet une fonction
réciproque g~1définie sur J
avec] = g(]2; +oo[)
= | tim £ tim £ (o)

Zx 1
Avec xlﬁrgo f(x) = x’iﬂo -

x—2+t 3x-6
Car llmZx—1—3 et llm3x 6 =0"

x—2+ x=2
x | — 2

3x— 6 - 0 +

+ oo

poi g(2;+00]) = [ +oo |

3) Calculer g(4) et g (3) et deduction

o (%3]

2x4-1 7

* 9(4) - 3x4—-6 - _6
2x3-1 5

et 9 (3) - 3x3-6 - _3

Onsaitque: Vx €] et Vyel
gl =y=gp)=x

Donc
7 5
1l - )=4 et ‘1<—)=3
9 < 6 ) 3
® On sait que la monotonie de la fonction
g~ Surl'intervalle ] est la meme monotonie

de la fonction g sur lintervalle 1

e La fonction g est continue strictement
décroissante sur I =]2; +oof

Donc: Lafonction g=! est continue
strictement décroissante sur J = E +o00 [
En particulier sur A ; i]
| 6 3
Donc :
-1([Z .51 \_[,~1(5 ). ,~1(_
9 ([6 ’ 3])__9 (3 ),g (6)]
D’ou _
o (5 4) -t
4) Déterminer g~1(x) pour tout x € ]
Soit x€] et yelI
g =yeogly)=x
2y-1 \
3y-6
= 2y—1=x3y—-6)
< 2y—1 =3xy—6x
< 6x—1 =3xy—2y
< 6x—1 =y3x—2)
- 6x—1 _
3x-2 - Y
Don g l(x)=3L vxeJ

-2

Exercice 3 :
Soit f la fonction définit sur [0

par: f(x) =x+6vVx+1
1) Calculer lim f(x)

X—+00
Et déterminer la monotonie de f sur [0; +oo[
2) Montrer que : f admet une fonction
réciproque f~1définit sur J que’on
déterminera
3) Déterminer f~1(x) pourtout x €]
Solution de I'exercice 3 :
1) lilp f(x) et monotonie de f sur [0; +oo]:
X—>+ 00
o lim f(x) = lim x+6Vx+1=+00
X——00 X—>—00
e Soient x € [0; +oo[ et y€E [0; +oof
x <y = x<y et 6Vx<6)/y
= x+6Vx<y+6\y
=x+6Vx<y+6,[y
:>x+6\/§+1<y+6\/§+1
= f(x) < f(y)

; oo

D’ou
f est strictement croissante sur I[0; +oo|




Autrement :

f estdérivable sur I =]0; +oof

s 1
et Vx € ]0; +oof : f(x)—1+6><2\/}

Donc Vx €10; 4oof : f'(x) = 1+%> 0
D’ou

la fonction f est strictement cr oissante
sur I =[0; +oof

2) Montrer que : f admet une fonction
réciproque f~1définit sur J que I’on
déterminera

f est continue et strictement croissante

sur I =[0;+o[ Donc:
f admet une fonction réciproque f~1
définie sur J avecJ = f(I)
f) = £(10;+e0[ ) = [£(0); lim £(x)|
=[1;+400]

Donc: J=fI)=[1;+]

3) Déterminons f~1(x) pourtout x € J :

Soit xe€] et yel
ffll =y=f) =x
<:>y+6\/;+1=x
(:)ﬁz+2x3x\/;+9—8=x
@(ﬁ+3)2=x+8
Ona x€J donc x>1
Donc x+8=>=92>0
f‘l(x):y(:)(\/;+3)2=x+8
. Jy-3=Vx+8 ou J[y-3=—Vx+8

Etcomme yelI=[0;+c[ et [Jy>0

Aors Jy+3=3>0
Deplus x+8>9 ©+vx+8=>3
= -3+vx+8=0
Donc

ffll=ye= Jy+3=vVx+8
S \Jy=—-3+Vx+8

oy=(-3+Vx+8)
ainsi fl(x)=(-3+Vx+8 )2 Vx €]

Exercice 4 :

Soit f la fonction définie sur R par:

x2 -1
f(X) - x2 +1
1) Calculer f'(x) pour tout x € R
en déduire des variations de fsur R
2) Soit h la restriction de la fonction f
surI=1[0; +oof
a) Montrer que : h admet une fonction
réciproque h~1 définie sur un intervalle J a
déterminer
b) Calculer h(1) et h(2)

et endéduire h! ([0; ED

c) Montrerque: h™1(x) >0 vx€]
d) Déterminer h~1(x) pour tout x €]

lution 4
1) Lesvariationsde fsur R :

'exerci

. 2-1
La fonction f: x — =
x4 +1

sur Dg = R
(car f est une fonction rationelle )

Donc
e Pourtout x € R:

F@ =)

(x2 - 1) (2%+1)-(x2+1) (x2 - 1)

est dérivable

B (%2 + 1)2

2x (2% +1)-2x(x% -1)
(x2+ 1)2

_ 2x3+2x -2 x3+2x _ 4x
(x2+1)°

T (a2 +1)
Donc le signe de f'(x) est le signe de 4x
c.ad f(x) 4x>20 x>0
¢ f(0)=-1
. s x2 -1
o lim f(x) = lim -5
x2

=1

-1

= lim —
x—»—oo X

o lim f(x) = lim i

x—>+00 x—>+o0 X2+1
D’ou
X —o0 0 +00
f'x) - 0 +
1 1

f(x)
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2) Soit h la restriction de la fonction f
surl=[0; +oof
a) Montrer que : h admet une fonction
réciproque h~1 définie sur un intervalle J
a déterminer
e h estcontinue sur I = [0; +oo]
( Restriction d’une fonction rationnelle f )
e h et strictement croissante sur
I = [0; +oo[ (d’apres les variations de f)
Donc :
h admet une fonction réciproque h™!

définie sur J avecJ = f(I)

R(D) = f([0; +oo[ ) = [£(0); Lim f(x)|
=[-1;1]
J=h)=[-1;1]
b) Calculer h(1) et h(2)
et en déduire h?! ([0; %D

. h(1)=1‘11=o
et h(2)="12=2

4+1 5
Onsaitque: Vx €] et Vyel

g =y=g90)=x

Donc h™1(0)=1 et h‘1(3?) =2
e On sait que la monotonie de la foncion

h=1sur Pintervalle ] = [—1;1] est la
méme monotonie de la fonction h sur
Dintervalle I = [0; +oo]

Et comme h est continue et strictement
croissante sur I = [0; +oo[

Alors

la fonction k=1 est continue et

Donc :

strictement croissante sur J= [—1; 1]

et en particulier sur [0 ; BT]
ponc: 140 ] ) = [n20); 4 (2)
D’oul 9—1([0;3?]):[1;2]

c) Montrerque: h™1(x) >0 vxe]

la fonction h~! est strictement croissante
sur J=[-1;1]
Donc Vxe[-1;1]
x>-1= hl(x)=h1(-1)
= hlx)=>0

D’ou h™1(x) >0 Vvxe]

3) Déterminons h™1(x) pourtout x € J :

Soit x€] et yel
h'(x) =y < h(y) =x
y:-1
= =x
y2+1
syt —-1=x(y*+ 1)
eyt -1 =xy*+x
& y2 —xy? =1+x
e y2(1 —x) =1+x
1+x
1—x
[-1;1]

1+ ~>0etl—x#0

e y2=

Etcomme xe]J =
Aors

Donc
i) =y ey’ =——

PN 1+x ou _ 1+x
y= 1-x y= 1-x

1+x .
P (car:y=>0)

Ainsi h~1(x) = /1:; Vx €]

Exercice 5 :
Soit f la fonction définie sur I = [4; +oo[
par : f(x)= —ixz +xVx—x+1
1) a) Verifier que :
fx)=1 —i(x—z\/E)Z vx €l
b) Montrer que : xl—i>£-l}>o f(x) =—
2) Montrer que :
f'(x) = —%(\/;— 1)(Vx—2) vxel
Deduire que : f est strictemnt décroissante sur 1

3) Montrer que : I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution a dans I = [4; +oo]
64 121

et que o E] ; ?[
4) a) Montrer que f admet une fonction
réciproque f1définit sur J a déterminer

b) Déterminer f~1(x) pour tout x € ]

¢) En déduire que : =4+ 23

Solution de 'exercice 4 :
1) a) Verification et calcul de lim f(x)

X—+ 00
e Soit x € [4; 4]

1-3(x-2vx) =13 (x? — 4xvx + 4x)

=y =

1
= 1—1x2+x\/§—x=f(x)
lim 1) = i 13 25
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Onallmx—Z\/_—llm\/_(\/_ 2) =+

X—+00

Donc lim (x — 2\/—) = +oo

X—+400

lim f(x) =

X—+00

D’ou

2) Montrer que :
f)=-3(\x-
e Soit x € [4; +oo]
f'(x) = (1 — i(x — 2&)2)’
—23((x—2vX))'(x - 2v%)
{12 (-
- 5 (VE-1)(Vx-2)
Donc  f'(x) = —%(\/E— 1)(Vx—2) vxel

1)(Vx—-2) vxel

e Déduction :

Le signe f'(x) sur [4; +oo[est le signe oposé
de (vx—1)(vi-2)

Vx€E[4;+o[ x =>4 etx>1

Donc

Vx € [4;+o[ Vx—2=>0 et'/x—1>0
D’ou

vx € [4;4+0o[ (Vx—1)(Vx—-2) =0

Ainsi  vx € [4;+[ f(x) <0

( f' s’annule en un seule point sur [4; +oo[ )
Donc
f est strictemnt décroissante sur [4; +oo[

3) Montrer que : I’équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans I = [4; +oo[

et que ae]%;%[

eOnaf(x) = (—Zx — X+ 1)+x\/§
f est continue sur [4; +oo[
( comme some de deux fonctions continues
2
u:x—>—ix —x+1let v:ix—> xVx )
e f est continue et strictement décroissante
sur [4; +oo[ Donc:
£([4; +ooD) = | lim £60; £(4)]
= ]—00;1]
Alors 0 € f([4; +[)

f est continue et strictement croissantesur
[4; +oo et 0 € f([4; +oo[) donc
I’équation f(x) = 0 admet une seule
solution a dans [4; +oo]

121

e Vérifionsque : — tcac< e

I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution a dans[4; +oo]

avec f(%)<0 et f(%)>0
121

donc f(?) xf(%) <0
D’ou d’aprésle T.V.I

4) a) Montrer que : f admet une fonction
réciproque f~1définit sur J a déterminer

f est continue et strictement décroissante

sur I = [4; +oof
Donc : f admet une fonction réciproque
g~ Ldéfinie sur J

Avec | = g([4; +oo) = ]—o0;1]

b) Déterminer f~1(x) pour tout x € ]
Soit x €] =]—o0;1] et y€eI=[4;+]
ffllo=yes f)=x

s1-10-2/9) =
=>1—x=i(y—2\/§)2
=41 -x) = (y—z\/y)2

Ona x€Jdonc x<1donc 4(1—x)=>0

o=y

ey-2/y=J/40-x) ouy-2/y=-J4(1-x)
ey-2/y=2y1-x) cary—-2,/y=0
oy-2/y+1=1+2/1-x)

sy-2/y+1=1+2/1-x)
4:)(\/;—1)2=1+2w/(1—x)

@\/}—1=\/1+2w/(1—x)

@ﬁ=1+\/1+2w/(1—x)
2

<:>y=<1+\/1+2,/(1—x))

2
ainsi f—l(x):(1+J1+2,/(1—x)> vx €]

c) En déduire que : o= 4+ 2V3

Ona: f‘l(x)=<1+J1+2m>2Vx€]
f(x) =0 f1(0) =x

Donc «= <1+\/1+2\/W> = (1+v3)

Dol =4 + 23
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