Continuite
d’une fonction numerique

Série d’exercices avec correction
Partie 2
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Exercice 1:
Soit f est une fonction définie et continue
sur Pintervalle |—1; +oo[
par son tableau de variation suivant :

X -1 3 6 400

00 +°°\ / : \
0 1
Déterminer f(]—1;3]) ; f([3;6]) ; f([6; +])

Exercice 2 :
Soit f une fonction définie sur R par:
f(x) =2x3-3x?>+1
1) Calculer : lJirm f(x) et limf(x)
2) Déterminer les variations de la fonction f

3) Déterminer les images des intervalles
[0;1];]—o0;0]; [1; +oo[ par la fonction f

Exercice 3 :
Soit f la fonction définie par : f(x) = 2:;61

1) Déterminer les variations de la fonction f
2) En déduire les images des intervalles
]—o0;2[ et ]2; +oo[ par la fonction f

Exercice 4 :
Soit f la fonction définie et continue sur
[—2;5] par son tableau de variation suivant :

X -1 0 3 5
4 3

1 A T 1 /

1) Montrer que : I’équation f(x) = 2
admet une seule solution a dans ]3; 5[ et
que I’équation f(x) = 2 admet exactement
trois solutions dans ] —1;5]

2) Montrer que : I’équation f(x) = 0
admet une seule solution o dans | — 1; O[et

gue a est laseule solution de I’équation

f(x)=0 dans]—1;5[

f(x)

Exercice 5 :

1) Montrons que :
Iéquation E;:x3 —4x2+2x+3=0
posséde au moins une solution dans |1; 2]
2) Montrons que :
Péquation E,: x> +x3 =1 —x admet une
unique solution dans ]0; 1]
3) Montrer que :
I’équation E;: cos(x) = g — x admet une

unique solution dans ]0 ; g[

Exercice 6 :

Soit f la fonction définie sur R par :
fX)=x+x3+3x-5

1) Montrer que : I’équation f(x) =0
admet une seule solution a dans R et que
a €]0; 2]

2) Etudier le singe de la fonction f sur R

3) Par la méthode de dichotomie ; donner un

encadrement de a d’amplitude 0,5

Exercice 7 :
Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = §x3 — 4x? + 6x —%

1) Déterminer le tableau des variations de la
fonction f
2) Déterminer I’image des intervalles
|—;1] ;]1;3[ ; [3; +[ par lafonction f
3) Montrer que :

I’équation f(x) = 0 admet exactement trois

solutions dans R
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Exercice 1 :
Soit f est une fonction définie et continue
sur Pintervalle |—1; 4+ oo
par son tableau de variation suivant :

X -l 3 6 400

f(x)

\/\

Déterminer f(]—1;3]) ; f([3;6]) ; f([6;
Solution de I’exercice 1 :
e f est continue et strictement décroissante

sur |—1;3] Donc:
£0-1;3D) = [f(3); lim, £()|
f(1-1;3]) = [0; +oof
e f est continue et strictement croissante
sur [3;6] Donc:
f([3;6]) =[f(3);f(6)]
f([3;6]) =[0;4]
e f est continue et strictement décroissante
sur [6;+o[ Donc:

£(16; +o]) = | lim £(x); £(6)]
f([6; +oo]) =11 ;4]

Exercice 2 :
Soit f une fonction définie sur R par:
f(x) =2x3-3x%*+1
1) Calculer : lJirglf(x) et liglf(x)
2) Déterminer les variations de la fonction f
3) Déterminer ’image des intervalles [0 ;1]
]—o;0] ; [1; +oo[ par lafonction f

Solution de I’exercice 2 :

1) Calculons : lJirmf(x) et limf(x) :
e lim f(x) = lim 2x3 —3x?+1
X—+ 00 X—>+0o
= lim 2x3 = 4
X—+00
e lim f(x) = lim 2x3 —3x2+1
X——00 X——00
= lim2x3 = -
X——00

2) Continuité de gen 2
f est dérivable sur R
(car fest un polynébme )
Pourtout x e R : f'(x) = 6x* — 6x
Déterminons le signe de f'(x)
Ona 6x?—-6x=0<=6x(x—1)=0
S 6x(x—1) =
S6x=00ux—1=0
Sx=0o0ux=1

X —00 0 1 400

f'(x) + 0 - 0 4+
1 +0o0
f(x)
_Oo/ W 0/

3) Déterminons I’image des intervalles
[0;1];]—c0;0];[1; 4+ par lafonction f
e f est continue et strictement croissante

sur | —o ;0] Donc:

f(j—c0;0]) = | lim £(); £(0)]

f(]=;0]) = |- ;1]
e f est continue et strictement décroissante
sur [0;1] Donc:

f([0;1]) = [f(1);f£(0)]
f([0;1]) =[0;1]

e f est continue et strictement croissante
sur [1;4+o[ Donc:

f([1;+ooD) = [f(D); lim fGO)|
f([1; +oo[) = [0 +oo]

Exercice 3 :
f une fonction définie par : f(x) = Z:X__;

1) Déterminer les variations de la fonction f
2) Déterminer I’image des intervalles
]—o0;2[ et ]2; 4o par lafonction f

Solution de I’exercice 3 :

1) les variations de la fonction f :
Ona Df;={x€: 3x— 6+ 0}
Donc =R\ {2}
f est dérivable sur Df = R \ {2}

(car f est une fonction rationelle )
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Pour tout x € D; = R\ {2} :
f’(X) =(2x—1),

3x—6

Exercice 4 :

Soit f la fonction définie et continue sur
[—2;5] par son tableau de variation suivant :

(2x-1)' (3x-6)—(3x-6)' (2x-1)
- (3x—6)2 _
2 (33-6)-3(22-1) X 1 2 3 2
N 3x—6)2
_ 6x—12(—zx+)3 -9 f(X) / \ /
T (3x-6)2  (3x—6)2 —1 1
Donc vxe R\ {2} :f'(x) = ﬁ < 0 |[|1) Montrer que : I’équation f(x) = 2
admet une seule solution a dans ]3; 5[ et
X |- 2 +00 que I’équation f(x) = 2 admet exactement
f'(x) -- -- trois solutions dans ] —1;5]
2) Montrer que : I’équation f(x) = 0
f(x) \ \ admet une seule solution a dans ] —1;0[

2) Déduction :

e f est continue et strictement décroissante
sur |—o;2[ Donc:

f(~o0;2D) = |lim £GO; Jim £Go)|

Avec lim f(x) = lim =21
X——00 x——o00 3x—6
. 2x 2
= lim — =
X—>—00 3X 3
lim f(x) = lim 2L = —oo
X—2~ x—2— 3x—6
Car:lim2x—1=3 et lim3x—6=0"
X2~ X—22°
X | —o0 2 4o
3x — 6 - 0 +

Dou f(J—e0;2]) = |-o0; 2|

e f estcontinue et strictement décroissante
sur]2;+o[ Donc:
£(]2 ; +oo]) = ] lim f(x); lim f(x)[
X—+00 x—-2+%

2x—-1

Avec lim f(x) = lim
X—+00 x—>+o0 3x—6

lim = 400
x-2t+t 3x-6

Car:lim2x—1=3 et lim3x—-6=0"

x—>2+ x—2+
X | —o 2

3x — 6 - 0 +

Jim 100 -

—+ 00

D'ou f(]2;+4[) = E ;+oo[

et que a estlaseule solution de I’équation
f(x)=0 dans]—1;5]

Solution de I’exercice 4 :

Rappel :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) ;

il existe au moins un réel c € [a; b] telque: f(c) = k
( c.a.d:léquation f(x) =k admet au moins une
solution dans lintervalle [a; b] )
® Si f est strictement monotone sur [a ; b]
Alors c est unique

1) Montrer que : I’équation f(x) = 2
admet une seule solution a dans ]|3; 5[ et
que I’équation f(x) = 2 admet exactement
trois solutions dans ] —1;5]

e f est continue et strictement croissante
sur]3; 5[
et 1<2<3 &f3)<2<f(5)
c.a.d( 2 est compris strictement entre f(3) et f(5) )

Donc: I’équation f(x) = 2 (1)
admet une unique solution a dans ]3; 5[
e f est continue et strictement décroissante
sur]0; 3|
et 1<2<4 13)<2<f(0)
c.a.d ( 2 est compris strictement entre f(0) et f(3) )

Donc: I’équation f(x) = 2 (2]
admet une unique solution B dans ]0; 3|
e f est continue et strictement croissante
sur] —1;0[
et —1<2<4 =f1(-1)<2<f(0)
c.a.d ( 2 est compris strictement entre f(—1) et f(0) )

Donc: IP’équation f(x) = 2 (3)
admet une unique solution y dans |—1;0]




De @ ;@ ct@ on déduit que
I’équation f(x) = 2
admet exactement trois solutions « ; B ety
dans |-1;5]

2) Montrer que : ’équation f(x) = 2
admet une seule solution a dans] —1;0[
et que est la seule solution de I’équation
f(x)=0 dans]—1;5[

e f est continue et strictement croissante
sur[—1;0]

deplus f(—1)= -1
donc f(—1) X f(0) <0

D’ou d’aprésle T.V.I 1’équation f(x) =0
admet une unique solution a dans |—1; 0]

et f(0) =4

e f est strictement décroissante sur [0 ; 3]
et strictement croissante sur[3 ;5]

donc

f(3) = 1 est la valeur minimale de fsur[3;5]
cad Vxe€[3;5]: f(x)=1

alors f ne s’annule pas sur I’intervalle [3 ; 5]
Donc : I’équation f(x) = 0 n’admet pas
de solution dans [3 ;5]

D’aprés @ et @
I’équation f(x) = 0
admet une seule solution a dans] —1; 5[

Exercice 5 :
1) Montrons que :
’équation E;:x3 —4x>+2x+3=0
posséde au moins une solution dans |1; 2]
2) Montrons que :
Péquation E,: x> +x3 =1 —x admet une
unique solution dans ]0; 1]
3) Montrer que :
I’équation E5: cos(x) = g —x admet une

unique solution dans ]0 : g[

Solution de l'exercice 4 :
1) Mq :I’équation E;: x3 —4x2 +2x+3 =0
posséde au moins une solution dans |1; 2]
Onpose: pourtout x € IR
f(x) =x3—4x*+2x+3
I’équation devient f(x) = 0
f est continue sur IR (polynome)
Donc f est continue sur [0; 2]

De plusona:

f(0)=-5 et f(2)=3

Donc f(0) xf(2) <0
D’aprés TVl I'equation f(x) = 0 admet au
moins une solution a dans [0; 2]

2) Mg : DIéquation E,: x° +x3=1-x
admet une unique solution dans ]0; 1]
X+x3=1-x=ox°+x3+x-1=0
Onpose: pourtout x € IR
gx)=x>+x3+x-1
I’équation devient g(x) = 0
e g est continue sur IR (polynome)
Donc g est continue sur [0; 1]
e g estdérivablesur IR;
En particulier dérivable sur [0 ; 1]
etpourtoutx € [0;1] ona:
g® =5x*+3x2+1>0
Donc g est strictement croissante sur [0 ; 1]
e Deplusona: g(0)=-1 et g(1) =2
Donc g(0)xg(1)<0
D’apres TVI
I’equation g(x) = 0 admet au moins une
solution o dans [0; 2]

3) Mq : I’équation E;: cos(x) = g— X
admet une unique solution dans ]0 ; g[
cos(x) :73—t—x(:) cos(x) +x—§= 0
Onpose: VXEIR h(x) =cos(x) +x —g

I’équation devient h(x) =0
e h est continue sur IR
( somme de deux fonctions cuntinue sur IR)

Donc h est continue sur [0; g]
e h estdérivable sur [0 ;Z];

et pourtoutx € [0 ,g] ona:
h'(x) = —sinx+1=1—-sinx> 0
Donc h est strictement croissante sur [0 g]
e Deplusona:
1 n m 1

T T
h©0)=1-Z<0eth(3)=3+3-2=>

Donc h(0) X h(g) <0
D’apres TVI
I'equation h(x) =0
admet une solution unique o dans [O;g]



https://youtu.be/HUKOki3jGSE?si=avDQZFn9GekebXs_

Exercice 6 :
Soit f la fonction définie sur R par :
fx)=x>+x3+3x-5
1) Montrer que : I’équation f(x) = 0
admet une seule solution a dans R
etque a €]0;2
2) Etudier le singe de la fonction f sur R
3) Par la méthode de dichotomie ; donner
un encadrement de a d’amplitude 0,5

Solution de I’exercice 6 :

1) Mq_: I’équation f(x) = 0 admet une seule
solution a dans R et que a €]0; 2.
e f est continue sur R car f est un polyndme
e f est dérivable sur R et Pourtout x€R ,
f'(x) =5x*+3x*+3>0
Donc f est strictement croissante sur R
e f est continue et strictement croissante sur
R Donc: f(R) = f(]—o0; +[)
= |1im £(x); lim £(x)|
X—>—00 X— 400
= ]—o0; +o00[

Alors 0 e f(R)

e f est continue et strictement croissante su R
et 0 € f(R) donc I’équation f(x) = 0 admet
une seule solution a dans R

e Vérifionsque: -1 <a<1

I’équation f(x) = 0 admet une unique solution
adansR et f(—-1)=-9 et f(1)=1
donc f(-1)xf(1) <0

D’ou d’aprésle T.V.I -1<a<1
2) Etudier le singe de f sur R

On sait que f est strictement croissante sur R
® SoitXx € [a; +oof

X = «a et la fonction f est croissante sur R
Donc f(x) = f(a)

Et f(a) =0 Donc f(x)=0

® Soitx € |—o0; af

X < a et la fonction f est croissante sur R
Donc f(x) < f(a)

Et f(a)=0 Donc f(x) <0

D ‘ou

X | —o a 400

f(x) =

o
+

3) Par la méthode de dichotomie, donner un
encadrement de a d’amplitude 0,5

I’équation f(x) = 0 admet une unique
solutiona avec -1 <a <1
® On ale centre de l'intervalle]—1; 1]
est c= =0
et ona:f(c) =1f(0) =—4 avec f(1) =1
donc f(0) xf(1) <0
Dou 0O0<a<1
et on a 'amplitude de I’ encadrement est :
I1=1-0=1
® On ale centre de I'intervalle]0; 1]

0+1 1
est ¢ =— ==
2 2

1

etona f(c)=f 3

57

) =3, avec f(0) = —4
donc £(0) x £() < 0

2

Dou 0<a< 5
et on a 'amplitude de I’ encadrement est :

1=--0=0,5

D’ou la précision souhaitée est obtenue

Exercice 7 :
Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = §x3 — 4x? + 6x —%
1) Déterminer le tableau des variations de la
fonction f
2) Déterminer ’image des intervalles
]—c0;1];]11;3[;[3; +o[ par lafonction f
3) Montrer que :
I’équation f(x) = 0 admet exactement trois
solutions dans R

Solution de I’exercice 6 :

1) Tableau des variations de la fonction f :
f est dérivable sur R
(car fest un polynébme)

Pourtout x€R : f'(x) =2x*-8x+6
Déterminons le signe de f'(x)

Ona A=(-8)2—-4x2x6=16>0
Donc I’équation 2x% — 8x + 6 = 0 admet
deux solution dans R

8—/16 8+V/16
1= =1 et Xy = =3
2%x2 2%x2
X —o00 1 3 400
2x*—-8x+6 + 0 -0 +




De plus f(1) —E—4+6——= 2
f(3)———36+12—E =
lim f(x) = lim 2x3=+00 et
X— 400 x—>+003
lim f(x) = lim = x —
X—>—00 X—>— 00
Donc
X —oo 1 3 +00
f'(x) * 0 - 0 +
2 400
f(x)
e - \—_20 —
3

2) Déterminons I’image des intervalles
]—;1];11;3[;[3; +oo[ par lafonction f

e f est continue et strictement croissante
sur ]—oo;1] Donc:
f(1—e0;1]) = | lim £ £(1)]
f(]—00;1]) = ]—o0; 2]
e f est continue et strictement décroissante
sur [1;3] Donc:
f([1;3]) = [f(B%(;)f(l)]
(113D = | -2
e f est continue et strictement croissante
sur [3;+o[ Donc:

£([3;+o]) = [f(3);xljr+tgo €60

£(13; +ooD) = [ o0

3) Montrons que :
I’équation f(x) = 0 admet exactement trois
solutions dans R
soit R =]—00;1[U[1;3]U]3;+x]
e f est fonction continue et strictement
croissante sur [3;+oo[

Avec f(]3;+4o[) = [ﬂ ._|_Oo[
- ]ﬂ ;+oo[

Donc 0 € f(f(]3; +o0]))

Alors : I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution e dans ]3;+oo[

o

e f est fonction continue et strictement
croissante sur ]—oo; 1|

e 10010 = |t : Ji (9]

=]—00; 2]
Donc 0€f(]—;1])
Alors : I’équation f(x) = 0 admet une

(2]

unique solution B dans |—oo; 1]

e f est continue et strictement croissante
sur [1;3]

deplus f(1) = t f(3) ==
donc f(1) X f(3) <0

D’ou d’aprésleT.V.I
I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution y dans |—1;0[

(3
De @ ;@ ct @ on déduit que

I’équation f(x) = 0
admet exactement trois solutions « ; B ety
dans |—oo0; +oo[ = R
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