Continuité
d’une fonction numérique

Série d’exercices avec correction
Partie 1
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Exercice 1:
1) Soit f une fonction définie par :

[f(X) x2-3x+42 L ox# 2

f(2) = 1
Etudier la continuit¢ de fena = 2.
2) Soit la fonction g définie par :

{,g(x)-’”i}8 P X#E 4

g4)=3
Etudier la continuitét de gena = 4 .
3) Soit la fonction h définie par :

{h( ) — x+tanx D x +0

x+sinx
h(0) =1
Etudier la continuittde hen a=0.

Exercice 2 :
Etudier la continuité au point 2 des deux
fonctions f et g définies par :

fx) =22 xz2
1) x—2 .
f(2)3= ?
x> —8
= 2
g(2) =12
Exercice 3 :

Etudier la continuité en x, des fonctions
suivantes :

=
1) f(x) =— x>1 xg =1
fx) =x*—4x+1 x<1
( _ sin(2x) 7
80 =—Fex X >
1
2)< g(O)=T XO—O
2 — 3 + cosx
\ g(x) = 2 x<0

Exercice 4 : Soient a et b deux réels .
1) Soit g une fonction définie sur R par :

ax+3
gx) = o1 X< 2

g2)=1
gx)=x*—2bx+a;x>2
Déterminer les réels a et b pour que g soit
continue en 2
2) Soit f une fonction définie sur R par :

x2+x+b

f(x) = Zr1 ;x<1
f(1)=a

flx) =2 ;x> 1

Déterminer les réels a et b pour que f soit
continue en 1

Exercice 5 :
1) Mgqlafonction f:x — cos(x) + x3 + x?
est continue sur [1 5]

2) Mg la fonction
est continue sur [0 +00[

3) Mqlafonction h:x —
est continue sur [2;

Exercice 6 :

Soit f la fonction définie sur R par :
3x2—4x—4

f(x) = 212 ;X< 2
f2) =1
2 —
f(x) = e h e ot ] XX:_I;X 24 PX> 2

1) Etudier la continuité de f au point 2
2 ) En déduire que : festcontinue sur R
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Partie 1

Exercice 1:
1) Soit f une fonction définie par:

ﬁ@— =

f2)=1

Etudier la continuité defena = 2.

2) Soit la fonction g définie par :
{g( x) = x\/_ 8 X+ 4

g4) = 3
Etudier la continuité degena = 4.
3) Soit la fonction h définie par:

)

x+tanx
{h( x) = x+sinx ; x#0
h(0)=1

Etudier la continuitét dehen a=0.
Solution de I’exercice 1 :
1) Continuitédefena=2.

XZ— X
linzl f(x) = lim 3x+2

x—2 x—2

Xx—2
Donc linzl f(x) =£(2)

D’ou f estcontinueena =2
2) Continuittdegena = 2.

xVx—8

li =1
lim g(x) = lim ==
— lim (xvx—8)(xvVx+8)
x—>4- (x—4) (x\/_+8)
(xVx)2-64
x—4 (x—4) (X\/E+8)
jm— =%
x—4 (x—4) (X\/E+8)

=limx—-1)=1 =1f(2)

(x —4)(x* + 4x + 4?%)

3). Continuitét de h ena=0.

x+tanx
llm h(x) = lim
x—>0 x+sinx

Donc lin21 h(x) = h(0)
X—
D’ou h estcontinueena =20
Exercice 2 :

Etudier la continuité au point 2 des deux
fonctions f et g définies par :

f(x) =- ;7_23 ; X#2
1) .
it ; X#*2

Solution de I’exercice 2 :

1) Continuite de fen 2
Vx+7 -3
x—2

llm fx) = lmzl
(Vx+7 -3 )(Vx+7 +3)
(x-1) (Vx+7 +3)

(Vx+7)?-3?

m - ——-
x—2 (x=2) (Wx+7 +3)
x+7-9

lxl_rfzt (x=2)(Wx+7 +3)
x—2

lxl_>2 (x— 2)(\/x+7 +3)

x—2

1
6

x-4

(x—4) (xvx+8)
(x% + 4x + 4?)

= lim
-4 (xVx+8)
16+16+16

=—0  =3=84

Donc liral gx) =g

D'ou g estcontinueena =4

lxl—>2 (W+3)
Donc gcl_r)rll f(x) =1(2)
D'ou f estcontinueen
2) Continuité de gen 2

. Ix—ZI—{x_Z ;8L x> 2
| T -(x—=2);si x<2

2

On

il
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x3-8
-2t [x-2]
. (x—2)(x%+2x+22)
o )!l)rzr‘l" x—2
= limx? + 2x + 22 = 12
x-2%
lim g(x) = g(2)
x—-271
D'olu g est continue a droite de 2
3_8
|x—2]
2 2
— lim (x—-2)(x“+2x+24)
X—27 -(x-2)
= 111;1_ —(x2+2x+2%)=-12
X—
lim g(x) # g(2)
X—
D’ou g n’est pas continue a gauche de 2 @

° 11m gx) = 11

Donc

®

° 11m gx) = llm

Donc

De @ et (2) on déduit que
g estdiscontinue en 2

Conclusion :

Exercice 3 :
Etudier la continuité en x, des fonctions suivantes :

1-x
1) f(x)—x_1 x>1
fx)=x>—-4x+1 x<1
( (x) = sin(2x)
T

1
g(0) = e

2 — V3 + cosx

x2

X0=1
x>0
2) S

X():O

x<0

| 8(x) =

Solution de I’exercice 3 :
1). Continuité de f en x, = 1:
e limf(x) = llmx —4x+1

x-1~
~1- 4+1=-2=fQ1)

Donc lim f(x) = f(1) @
2
° llm f(x) = lim 1=
x—1t x—-1
— lim 1-x)(1+x)
x—17t x-1
x—-1t x-1

=lim—-(1+x)=-2=f(1)
x-17t

@

Donc )!il}!rf(x) = f(1)

De (D) et (2) on déduit que :
linll f(x) =f(1)

D'ou f estcontinueenxy, =1

2). Continuité degenx, =0 :

. T sin(2x)
° ,!l‘%lg(x) o ;}il(}l 16x
— lim sin(2x) % 1
x-0t Zx 8
1
=1x-= g = g(0)
Car: lim sin(en) _ 1
) x-0 ax a
Donc  lim g(x) = g(0) ®

. . 2—/3+cosx
e lim g(x) = lim ———
x-0~ x-0" X

(2—\/3 +cosx) (2 ++v3+cosx)

- ,}L%l— x2 (2+V3+cosx)
2
_ lim - (\/3 + cosx)
= lim
x=0- x2 (2 + V3 + cosx)
— lim 4 - (3+cosx)
xLO x2 (2+v3+cosx ) (2+V3+cosx)
_ lim 1 — cosx
= lim
x>0~ x2 (2 + /3 + cosx )
. (1 — cosx) 1
= lim
x>0~  xZ (2 + V3 + cosx)
1 1 1
=2 % e s - 9(0)
. . l-cosx 1
Car : 5}_{{} Z -
Donc  lim g(x) =g(0) @
x—

De @ et @) on déduit que :
lim g(x) = g(0)

D'ou g estcontinueen x, =0

Exercice 4 : soient a et b deux réels .
3) Soit g une fonction définie sur R par :

ax+3
gx) = a1 rx <2

g2)=1
gx)=x*—2bx+a;x>2
Déterminer les réels a et b pour que g soit
continue en 2
4) Soit f une fonction définie sur R par :

f(X) _ x%+x+b

x2+1 ;<1
f(1)=a
f(x)zxx_1 rx>1

Déterminer les réels a et b pour que f soit
continueen 1
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Solution de I’exercice 4 :

1)._Déterminons a et b pour que g soit
continueen 2 :

ax+3
° 11m X) = llm
g( ) xZ2+1
2a+3 __2a+3
= 2241 25 ;
a+
Donc 11m g(x) =

e lim g(x) = lim x? —2bx+a
x—-2+% x—-2+%
=22_2bx2+a
=4—-—4b + a

Donc limg(x) = 4—-4b+a
x-27%
g estcontinueen 2
< lim g(x) = g(2) etlim g(x) = g(2)
Ser3 o
=1 et 4—4b+a=1

=1 et 4—4b+a=1

2a+3
5

< 2a+3=5 et —4b=-3-—a
< 2a=2 et 4b=3+a
< a=1 et b=1

D’ol

g estcontinueen 2 < (a=1etb=1)

2)._ Déterminons a et b pour que f soit
continueen 1:

x2+x+b
o lim fx) = Jim =
_ 1241+4b _ 2+4b
1241 _21?
Donc llm f(x) = L
xXVXx— 1
° 11m f(x) = llrlqr 3

(xvx-1)(xvx+1)

T xo1t (x-1) (xvx+1)
jm — 1
x-1t (x—1) (xvx+1)
(x-1)(x*+x+1)
x=>1T (x-1) (xvx+1)

(x2+x+1) _ 3
x-1F (a+D) 2

: _3
limf(x) = 3

f estcontinue en
< lim fx) = f(1) etgg& fx)=f1)

2+b 3
—E—5= a et -=a

Donc

S b=1 et a=

N

f estcontinueen 2 & (a= ; etb=1)

Exercice 5 :

4) Mq: lafonction f:x — cos(x) + x3 + x?
est continue sur [1- 5]

5) Mq: la fonction
est continue sur [0, +00[

v x%2-2x

2x+1

6) Mq:lafonction h:x—

est continue sur [2; +oo[
Solution de I’exercice 5 :

1) Mq: la fonction f: x —» 2 cos(x) + x3 +
x? est continue sur [1;5] :

e On sait que la fonction u : x — cos(x)
est continue sur IR

donc en particulier u est continue sur [1; 5]
e Onalafonction v:x — x3 + x? est
continue sur IR (v est polynome)

en particulier v est continue sur [1; 5]

e Et comme la fonction f =u+v

Alors f est continue sur [1; 5]

2) Mg lafonction g:x - ’;113 —Vx
est continue sur [0; +oo :

x+1
x2+1

e On sait que lafonction u:x—

est est une fonction rationnelle
donc elle est continue sur son domaine de
définition qui est IR
(car (vx€IR); x>+ 1=+0)

donc

en particulier u est continue sur [0; +oo]
e Onalafonction v: x — VX est continue
sur [0; +oo
® Et comme la fonction g=u—v
Alors g est continue sur [0; +oo[

Vv x2-2x

3) Maq: lafonction h:x — i1

est continue sur [2; +oo] :

® On sait que la La fonction : x — x? — 2x
est continue sur R
donc en particulier sur [2; 4+oo[

et (x2—2x = 0 ; Vx € [2;+[)
alors
ux — — 2x est continue sur [2;+oo[




e Onalafonction v:x - 2x+1
est continue sur [2; +oo]
e Ft comme la fonction h = %

avec ( v(x) #0 (VX € [2;+[))

Alors :
h est continue sur [2; +oo[

Exercice 6 :

Soit f la fonction définie sur R par :
( _ 3x%-4x—4 .

f(x) = ~—a ;X< 2

f(2) =2
6vVx2+12 —24

100 = 2252 x>

1) Etudier la continuité de f au point 2
2 ) En deduire que f est continue sur R

Solution de I’exercice 6 :

1). Continuité de f au point 2 :
3x2—4x-2
x2—x—2

_ x—2)(3x+2)
T (x—2)(x+ 2)

o limf(x) = lim
x—-2% x—-2%t

3x+ 2
= lim
x-2t x4+ 2
8
Donc  lim f(x) = f(2) @
X—
. . 6Vx%2+12 -24
e limf(x) = lim ———"—

~ lim 6(VXZ+12 —4)(VxZ +12 +4)
=27 x(x—2)(VxZ+12 +4)
. 6(x*+12—-16)
2 x(x—2)(VRZ 1 5 + 3)
= lim 6(x"—4)

X—-27 x(X—Z)(\/)(Z—-I-!;+3)
= lim 6(x"—4)

X—27 x(X—Z)(\/)(Z—-I-!;+3)

] 6(x+ 2)

= lim

2" x(vVx2 + 5 + 3)

_ 6(2+2) _ 9 _
B 2(\/22+5 +3) 2=1(2)

limf(x) = £(2) @
De (D et (2) on déduit que :
linzl f(x) =1(2)

D’ou f estcontinue en x, = 2

Donc

2). Montrons que : fest continue sur R :

. 3x%2—4x—4 .
e Lafonction u:x — ————est continue

sur toutes intervalles inclu dans son domaine
de definition D, = R — {—1;2}

( car c’est une dontion rationnelle )
Donc f estcontinue sur ]2; +oof @

e La fonction fonction x - x% + 12 est

continue sur ]—oo; 2|

Et Vx€]—oo;2[:x2+12>0
Donc La fonction x — Vx2 + 12 est

continue sur ]—oo; 2[

D’ou La fonction v:x — 6VxZ +5 — 24
est continue sur |]—oo; 2]

e Lafonction fonctionw : x - x? — 2x
est continue sur ]—oo; 2[

Et Vxe]-oo;2[: x2—2x#0
v(x)

alors Lafonction f:x - —=
w(x)
est continue sur ]—oo;2[ @

De @) et (@ on déduit que :
f estcontinue sur ]2;+o[ etsur |—oo;2[
Et comme f est continue en 2
Alors
f est continue sur R
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