Exercices corriges

-Fonction logarithme-

Exercice 1

Soit f la fonction numérique définie par :

f(x)=x+x(Inx)®> ; x>0
f(0)=0

et (Cr) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O: 7. J).
n Déterminer D¢ I'ensemble de définition de f.

E Montrer que f est continue a droite en O.

. f x . . 14 14 / . 7/
ﬂ Montrer que l|m0 % = +o0 puis interpréter géométriquement le résultat.
x—0"

f(x)

Calculer lim f(x)et lim —=
X—y+o0 X

X—>+00

puis interpréter géométriquement les résultats.

E n Montrer que (Vx € 10; +eo[); f'(x) = (1 + Inx)’.
E Calculer f/ (e‘l), puis interpréter géométriquement le résultat.

E Dresser le tableau de variations de f.
ﬂ Montrer que (C¢) admet un point d'inflexion d'abscisse e™.
Montrer que la droite (T) d'équation y = x est tangente a (Cs) au point d'abscisse 1

E n Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f! définie sur un intervalle
J a déterminer.

E Calculer f1(1) et (f’l), (1)

B Construire (T), (Cf) et (C¢1) dans le repére (O: T J).
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1 1
E Montrer que la fonction H : x — Exz (ln(x) - E) est primitive de la fonction

h: x — xIn(x) sur l'intervalle ]JO; +eo[.
1
On consideére la suite numérique (un) définie pour tout n € N par ug = > et U = fup).

n Montrer que pour fout n € N, elcu, <1
E Montrer que la suite (u,) est croissante.

E En déduire que la suite (un) est convergente puis déterminer sa limite.

_Correction

I

Bl Df= {x € R/ x>0} U{0} = [O; +oo[

H Ona:

lir&f(x) = Iilfg+x+x(lnx)2
lim v/x" + v (In Vel
2 2

lim /% + (2v/XIn v/x)
Jim t2+4(tInt)’>  posons t = v/x
=0=f(0)

Car: limtint=0et limt?=0
+—0* t—0*

Donc f est continue & droite en O.

+ 2 1+ (Inx)°
E lim@:limmzlimx( (nX)>:|im1+(lnx)2:+oo

x—0* X x—0* X x—0* X x—0*

Car: lim Inx = -
x—0*
f(x) _

Comme : lim —= = lim M -4
x—0" X x=0r x-0

Donc (C¢) admet une demi-tangente verticale a droite au point (O; O) dirigée vers le haut.

Ona: lim f(x)= lim x+x(Inx)’ = +e0 Car: lim x(Inx)? = +c0 et lim X = +oo
X—p+00 X—y+00

X—>+00 X—>+00

+ 2 x (1+ (Inx)°
Erona: lim 199 = fim = fim X2X0VY ( >: lim 1+ (Inx)? = +oo

X—+0 X X—y+00  X—p+oo X X—y+00 X X—>+00
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Car: lim Inx = +

X—3+00
Donc (Cf) admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage
de +x

E n Les fonctions x — x et x — Inx sont dérivables sur ]O; +oo[

Donc f est dérivable sur ]O; +eo[, en tant que somme et produit de fonctions déri-
vables.

Soit x €]0; +o[. On a:

f/(x) = (x + (xInx)?)’
= 1+ x'(Inx)? + x ((Inx)?)’
=1+(nx)?+xx2xIn"xxInx
=1+ (Inx)?>+2Inx

= (1+Inx)

B ona:f(ef) = (1+1In (e-1>)2 = (1+(-1)° = 0.
Donc (C¢) admet une tangente horizontale au pont d'abscisse e™
B Ona:vx €l0;+of , fi(x)= (1+Inx)* 20
Donc f est croissante sur ]O; +[. Ainsi le tableau de variations de f est comme suit :

o -
f'(x) +
£(x) /
0

E La fonction f’ est dérivable sur ]0; +eo].
Soit x €]0; +[.Ona:

f’(x) = [(1 +In x)z}/
z2(1+Inx) (1 +Inx)
=2 x % (1+Inx)

2(1+Inx)
T x

f/x)=0= 1+Inx=0< Inx=-1< x=¢!

Tableau de signe de f”(x) :
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x O e_l + 00

£(x) - 0 +

Ona:f” (e'1> = 0 et f” change de signe au voisinage de e, Donc le point (e‘l,f (e'1>>
est un point d'inflexion de (C;), avec f (e‘l) zel+ed (ln (e‘1>>2 = 2e!

Ona:(T):iy=fM(x-1)+f1)=1x(x+1)+x=x
Donc (T) : y = x est I'équation la tangente a (C¢) au point d'abscisses 1
E u La fonction g est continue sur l'intervalle ]0,+eo[ (car elle est dérivable sur cet

intervalle) et comme f et continue a droite en 0, donc elle est dérivable sur [O; +eo[
De plus f est strictement croissante sur [O; +oo[.

Donc f admet une fonction réciproque f définie sur l'intervalle J = f(I) tel que :
J = f(I)
= £([0: +e[)

- |#0): Jim g0 = [0: =l

[J Ona:f(1)=1alors f'(1)=1
La fonction f est dérivable en 1 et f/(1) = 1 2z O alors ! est dérivable en 1. Donc :

NP )
(f) w= ORI

E] Les courbes (Cr) et (Ct1) :

(Cf)
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E La fonction H est dérivable sur ]O; +e[, en tant que produit de fonctions dérivables.
Soit x €]0; +[.Ona:

H/(x) = sz (In(x) - ;)}
1(xz)’ (In(x) - ;) + ;xz (ln(x) - ;)l
X (In(x) - 1> + ;xz x )1(

"
V]

2

1 1
x In(x) - Ex + Ex

x In(x)
h(x)

Donc la fonction H est une primitive de la fonction h sur ]O; +eo[.

Bl e Pourn=0

1 1
Ona:up = > et el < 5 1, donc la proposition est vraie pour n = 0

® Soitne N
On suppose que e < u, < 1 et on montre que e™ < Uy, < 1
On a: f est strictement croissante sur ]O; +eo[ en particulier sur }e'l: 1[

et comme el <u, < 1alors f (e‘1> < f (up) < f(1)
donc 2e™ < upg < 1, par suite e < Uy < 1

# Donc d'aprés le principe de récurrence : (vn € N); e < u, < 1
E Ona: (Vx €]0;+s[); f(x)-x = x+x(Inx)’ -x = x(Inx)° 2 0

et comme u, € ]e’l; 1[ et }e'l; 1[ CJO; +oo[ , alors f(u,) - u, 2 O, par suite up.q - u, 20

Donc la suite (u,) est croissante.
E La suite (u,) est croissante et majorée par 1, donc elle est convergente.
De plus : f est continue sur }e‘l; 1[ et f (] el ID = ]Ze'l; 1[ C }e‘l; 1[
Donc la limite de la suite (u,) est la solution de I'équation f(x) = x dans ]e’l; 1[.

Soi‘rxe}e‘l;l[. Ona:
f(x)=x < x+x(Inx)’=x < x(Inx)’=0< x=0oux=1

Or,0 ¢ }e'l; 1[, par suite : lim u, =1

n—s+oo




Exercice 2

B soit f la fonction numérique définie par :

X
f(x) = nGo) - X >

f(0)=0

et (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O: T j).

n Déterminer Ds I'ensemble de définition de la fonction f.
F Montrer que f est continue & droite en 0.
ﬂ Etudier la dérivabilité de f & droite en O.

Calculer Iin? f(x) et Iin? f(x) puis interpréter géométriquement les résultats.
x—1- x—1*

: . f(x) , L ;
E Calculer lim f(x) et lim (x) puis interpréter géométriquement les résultats.
X—y+oo

In(x) -1

(In(x))*

E Etudier le signe de f'(x), puis dresser la tableau de variations de f.
2 - In(x)

x (In(x))’

E Etudier la concavité de (C¢), puis montrer qu'elle admet un point d'inflexion dont on
déterminera les coordonnées.

E n Montrer que (Vx € R. - {1}); f'(x) =

u Montrer que (Vx € R} -{1}); f"(x) =

E n Résoudre dans D¢ I'équation f(x) = x.
E En déduire la position relative de (C¢) par rapport a la droite (A) d'équationy = x.

E Soit h la restriction de f sur l'intervalle I = [e; +oo[.

n Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque h™ définie sur un intervalle
J a déterminer.

hl
E Calculer lim ()

X—>+00 X

il§ Construire (A), (C) et (Cy+) dans le repére (O;T: J).
On considére la suite humérique (u,) définie pour tout n € N par ug = 3 et ug.g = f(uy).

n Montrer que pour tout h € N, u, 2 e.
E Montrer que la suite (u,) est décroissante.

E En déduire que la suite (u,) est convergente puis déterminer sa limite.
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Correction ;

Dr={x€R/x>0et In(x) 20} U{0}
={xeR/x>0et xz1} U{0)

= [0:1[ U JL +eo[

X 1
H Ona: lim £(x) = lim m—mx W:o:f(O)

Car lim In(x) = -~ et lim x=0
x—0* x—0*
Donc f est continue a droite en O.

ﬂOna - lim f(x) - f(0) mf(x) lim X 1 - lim

x—)O+ X - O x—>O+ X x—>O Inx X x—0* |

1
n(x)

Donc f est dérivable a droite en O, c'est-a-dire (C;) admet une demi-tangente horizontale

a droite au point (0; 0).

P o C X 1 +00
Ium f(x) = Jim ln(x) ar l|m In(x) = 0°

¢ lim f(x) = lim lT) = Car lim In(x) = 0 In(x) o -+

x—1*

Donc (C¢) admet une asymptote verticale a droite et a gauche en 1 d'équation x = 1.
_ X , I . In(x)
B lim f60= fim poy = m, jrgey =+ Cor Jim, = -
X
1 1

o lim 19 i XL Lo

X+ X s Inx x x—+=In(x)

Donc (C¢) admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses au voisinage de

+00,

E E La fonction x — In(x) est dérivable et ne s'annule pas sur chacun des intervalles

10: 1[ et ]1; +oo[

La fonction x — x est dérivable sur chacun des intervalles ]0; 1[ et ]J1; +oo[

Donc f est dérivable sur chacun des intervalle ]0; 1[ et ]1; +oo[, en tant que quotient

de deux fonctions dérivables.
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Soit x € 10;1[U ]J1; +o[. Ona:

X /

F(x) =
In(x)
_ X' In(x) - x (In(x))
(In(x))?
1
In(x) - x x "
(In(x))°
_In(x)-1
(In(x))°
et comme f est dérivable a droite en O, alors :
In(x) -1
(In(x))°
[J Ona: (vx € 10: 1[ U L +w[); (In(x))* > O, donc le signe de f'(x) est celui de In(x)- 1.
Soit x € (]J0;1[ U ]1; +o[). On a:

(Vx € [0; 1[ U ]1; +eo[) , f'(x) =

f(xX)=0InxX)-1=0Inx)=1ex=¢

@ Ona: (Vx €10,1[Ull;e]), In(x)- 1< 0 et (In(x))’ > 0
Donc : (vx €]0,1[U]L; e[) , f'(x) < O, par suite f est strictement décroissante
sur [O; 1]

® Etona: (vx €[e,+<[),In(x)-120et (ln(x))2 >0
Donc : (Vx € [e;+[), f'(x) 2 O et f'(e) = O, par suite f est strictement crois-
sante sur [e; +oo[

Ainsi le tableau de variations de f est comme suit :

- 0 1 e +00
f'(x) | 0 - - 0] *
0 +oo +o0
- \ \ /
-0 e

E La fonction f’ est dérivable sur chacun des intervalles ]0; 1[ et ]1; +oo[.
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Soit x €]0; +[.Ona:

f//(x) - [ln(x) - 1]

(In(x))°
_(In(x) - 1) x (In(x))° - (In(x) - 1) = ((n(x))?)’
(In(x))*
)1( x (In(x))? - (In(x) - 1) x 2 In(x) x In(x)
' (In(x)*
)1( x (In(x))? - 2(In(x) - 1) In(x)
) (In(x))*
>1< In(x) [In(x) - 2(In(x) - 1)]
) (In(x))*
] In(x) -2 In(x) + 2
X (ln(x))3
i 2 -1In(x)
x (In(x)y’
E Ona: (vx € 10; 1[ U ]1; +eo[); x > 0, donc le signe de f”(x) est celui de 2(|—(|n§;<3)'
n(x
Soit x € 10;1[U J1; +o[. Ona:
f'xX)=0=2-Inx=0<Inx=2 & x=e?
Ona:
¢ (Vx €10;1[); 2-In(x) >0 et (ln(x))3 <0, par suite f’(x) < 0
¢ (Vx €ll;e]): 2-In(x) 20 et (In(x))3 >0, par suite f’(x) 2 0
& (Vx €le; +o0[); 2 - In(x) < O et (In(x))’ > O, par suite f’(x) < O
Ainsi le tableau de concavité :
X O 1 62 +00
(%) - + 0 -
f(x)
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Ainsi (C;) admet un unique point d'inflexion de coordonnés I (e?; f (e%)). avec

] B soitx€10:1[U L +e[.Ona:

f(x)=x¢>ln(xx)=x
oy
()
< 1=1In(x)
=< X=e

et comme f(0) = O donc I'ensemble des solutions est : S = {O; 1}

w0 = (o 1) = (1l_nl<r>‘<()X))

E Ona: (vx € 10;1[ U 11; +eo[); f(X) - x =

1 -
Comme (Vx € ]0; 1[ U ]1; +e°[); x > O, donc le signe de f(x) - x est celui de Inl(r:<()><)
On a donc le tableau suivant :
X O 1 e + 0o

f(x)-y - * 9 i

et (C¢) est au (Ct) est au (C) est au

relative dessous dessus dessous

de (A) de (&) /(eie) de (A)

E n La fonction h est continue sur l'intervalle [e,+«[ (car elle est dérivable sur cet
intervalle) et strictement croissante sur [e; +o[.

Donc h admet une fonction réciproque h™ définie sur l'intervalle J = f(I) tel que :

J = h(@)
= h(fe +)
= [h(e): XIL'TL h(x)

= [e; +oo[

[J Onpose:y=h'(x) & x=h(y),(x =+ = y— +c)

h—l
ona im0 lm 5= i o)+

In(y)
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E Les courbes (C¢) et (Cp1) :

()

—ly

Bl e Pourn=0
Ona:up =3 et 32e,donc la proposition est vraie pour n = 0

® Soitne N
On suppose que u, > e et on montre que up.; > e
Ona: f est croissante sur [e; +oo[
et comme u, > e alors f (u,) 2 f(e), par suite un.g 2 e
¢ Donc d'apres le principe de récurrence : (Vh € N); u, 2 e
H Ona: (vx € [e; +[); f(x) - x < 0 (d'aprés la question [F] [)

et comme u, € [e; +o[ et , alors f(un) - u, < O, par suite up.g -uy < 0

Donc la suite (u,) est décroissante.
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ﬂ La suite (u,) est décroissante et minorée par e, donc elle est convergente.
De plus : f est continue sur [e; +oo[ et f ([e; +oo[) = [e; +oo[ C [e; +oo[
Donc la limite de la suite (u,) est la solution de I'équation f(x) = x dans [e; +eo[.

On a : I'ensemble des solutions de I'équation f(x) = x est : S = {0; 1} (d'aprés la question
a)]

Or,0 ¢ [e; +oo[, par suite : lim u,=e
N—+o0

Exercice 3

Session rattrapage 2022

Soit f la fonction numérique définie sur [O; +eo[ par :

f(x)=x*(Inx-1)° ; x>0
f(0)=0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;T. j) (unité : 1cm).

n Calculer lim f(x) puis déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +,
X—>+00

E n Montrer que f est continue a droite en O.

E Etudier la dérivabilité de f & droite en 0 puis interpréter le résultat géométrique-
ment.

E]l B Montrer que f/(x) = 2x* (Inx - 1) (2 In x - 1) pour tout x de l'intervalle 10; +oo[.

E Dresser le tableau de variations de f.

B} Sachant que ”(x) = 2x? (6 Inx - 5) Inx pour tout x de l'intervalle ]O; +e[, étudier le
signe de f”(x) sur ]O; +ee[.

E Déduire que la courbe (C) admet deux points d'inflexions dont on déterminera les
abscisses.

El B Construire la courbe (C) dans le repére (O:T:]) (on prend : ve ~ 1.6 et e? ~ 7.2).

E En utilisant la courbe (C), déterminer le nombre de solutions de I'équation
x?(Inx-1)=-1.

I3 On considére la fonction g définie sur R par g(x) = f (|x|).

E] Montrer que la fonction g est paire.

[J Construite (C;) la courbe représentative de g dans le méme repére (O; T j).
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Correction ,

Bl Ona: lim f(x)= lim x*(Inx - 1)° = +oo
X—r+0o0 X—>+00

Car: lim x* =+ et lim (Inx - 1)° = +oo

X—p+00 X—y+00
Cf(x) . x*(nx-1%
etona: lim ()z lim (—)z lim x3 (Inx - 1)° = +oo
X—+00 X X—+o0 X X—r+o0

Car: lim x3 = +oo et lim (Inx-1)° = +eo

X—3+00 X—3+00
Donc (C) admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de

+ 00

H B ona:

lim £(x) = lim x* (Inx - 1)°
= xli_)rg* (xz)2 (Inx - 1)°
= xli)rg [x* (Inx - 1)}2
= lim [x2Inx - x?)°
=0
= f(0)

Car: lim x?Inx = 0 et lim x? = 0 Donc f est continue a droite en O

x—0* x—0*

[J ona:

jim TC)=FO) - 1)
x—0* x-0 x—0" X
4 -1)?
- lim x*(Inx - 1)
x—0* X
= Iirg* x3 (Inx - 1)°

lim x (x)° (Inx - 1)?
x—0*

lim x [x(Inx - 1)]2
x—0*

lim x [xInx - x]*
x—0*

=0

Car: lim xInx = 0 et lim x = O Donc f est dérivable a droite en O, c'est-d-dire (C)

x—0* x—0*

admet une demi-tangente horizontale a droite au point (O; 0)

E n La fonction x — In(x) - 1 est dérivable sur ]O; +oo[
La fonction x — x* est dérivable sur ]0; +oo
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Donc f est dérivable sur ]O; +eo[, en tant que produit de fonctions dérivables.
Soit x € ]J0; +[. Ona:
f'(x) = [x“ (Inx - 1)2} /
= (x*Y (Inx - 1)° + x* [(In X - 1)2} ’
=43 (Inx - 1)° + x* [2(Inx - 1)’ x (Inx - 1)]

1
= 43 (Inx - 1)° + x* [ZXX(Inx—l)

= 43 (Inx -1+ 2x3 (Inx - 1)
=2x*(Inx-1)[2(Inx - 1) + 1]
=2x3(Inx-1)(2Inx-1)

[J Ona: (vx € 10;+e[), 2x® > 0, alors le signe de f'(x) est celui de (Inx - 1) (2 Inx - 1)
Soit x € (]O; +[). Ona:

f(x)=0& (Inx-1)2Inx-1)=0<In(x)=1 ou In(x)=; S Xx=eoux=+e

® Ona: (Vx€]0:ve|),In(x)-1<0et 2In(x)-1<0
Donc : (Vx € ]0,ve[) , f'(x) > O, par suite f est strictement croissante sur
[0; Ve[

® Etona: (Vx € [Ve,e]) ,In(x)-1<q0et 2In(x)-120
Donc : (Vx € [Ve,e[) , f'(x) < O et f'(ve) = O, par suite f est strictement
décroissante sur [ve, e

¢ D'autre part: (Vx € [e; +[) ,In(x)-120et 2In(x)-1>0
Donc : (vx € [e; +e[) , f'(x) 2 O et f'(e) = O, par suite f est strictement crois-
sante sur [e; +oo[

Ainsi le tableau de variations de f est comme suit :

R S a—
f'(x) 0 + 0 - 0 +
o2 +o0
0 T 0

B] Ona: (vx € 10: +[), 2x* > 0, alors le sighe de f”(x) est celui de Inx (6 Inx - 5)
Soit x € (]O; +[). Ona:

f'(x)= 0 < Inx(6Inx-5)=0 < In(x) = 0 ou In(x):z o x=1oux= Ve
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® Ona: (vx€l0:1]),In(x)<0etb6In(x)-5<0
Donc : (vx €10,1[), f"(x) >0
¢ Etona: (Vx € [I@D ,In(x)20et6In(x)-5<0

Donc : (VX € [1, \76_5[) ,f"'(x) <0
¢ D'autre part: (Vx € [\‘75; +00 D ,In(x)>0et6In(x)-520
Donc : <VX € [\6/5; +00 D ,f"(x)20

E Tableau de concavité :

() + 0 - 0 +
PI PI

Ainsi (C) admet deux points d'inflexion d'abscisses respectifs : 1 et V/es

E n La courbe (C) :

»
>

(©)

(©)

Y

E Pour que I'équation proposée soit bien définie, il faut que x > O et Inx -1 < O, alors
I'ensemble de définition de I'équation est :

De={x€R/x>0et Inx-1<0}
={xeR/x>0ef x<e}
= 10: e[
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Soit x € 10;e[.Ona:
X(nx-1N=-1< x*(Inx-1’=1 f(x)=1

Graphiquement, pour résoudre I'équation f(x) = 1, on cherche l'intersection de (C)
avec la droite (D) d'équationy = 1 (Voir la figure ).

On déduit donc que (C) coupe (D) en deux points distincts dans ]O; e[. D'oul I'équation
proposée admet deux solutions.

E n ® Ona:(vxeR),-xeR
¢ Soitx € R.Ona:
g(-x) = f (I - xI) = f (Ix]) = g(x)
d'ol g est une fonction paire.
E Puisque g est une fonction paire, alors sa courbe (Cy) est symétrique par rapport a
I'axe des ordonnées.
On: (Vx € [0; +eo[), g(x) = f (Ix]) = f(x)
Donc la courbe de la fonction g est confondue avec celle de la fonction f sur [O; +oo[
et pour tracer (C,) sur ]- «:0], il suffit de construire le symétrique de (C) par
rapport a I'axe des ordonnées.

i Y
Y
X

Exercice 4

Session normale 2021
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Soit f la fonction numérique définie sur [O; +eo[ par :

f(x)=2xInx-2x ; x>0
f(0)=0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;T. j) (unité

n Montrer que f est continue a droite en O.

E n Calculer lim f(x).

X—y+oo

X—+0 X

o f(x) , . PP,
E n Calculer lim e puis interpréter le résultat géométriquement.

x—0*

E Calculer f'(x) pour tout x de l'intervalle ]O; +o[.

E Dresser le tableau de variations de f sur [O; +eo[.
u Résoudre dans ]O; +eo[ les équations f(x) = 0 et f(x) = x
[ Construire (C) dans le repére (O:7: ]) (on prend e: ~ 45).
E n Déterminer la valeur minimale de f sur ]O; +oo[.

-1
[ En déduire que pour tout x de 10; +e[ , Inx > xx :

E Soit g la restriction de f sur l'intervalle [1; +oo[.

miner.

] On considére la fonction h définie sur R par :
h(x) = 2xInx - 2x

n Montrer que la fonction h est continue en O.

E f est-elle dérivable en 0? justifier votre réponse.

. fx) , , f
E Calculer lim —— puis interpréter le résultat géométriquement.

:lcm).

n Montrer que g admet une fonction réciproque g™ définie sur un intervalle J & déter-

[ Construire dans le méme repére (O;T: j) la courbe représentative de la fonction g™.

h(x)=x*+3x ; x<0

x>0

Correction ;

B lim f(x) = Iirg 2xInx-2x=0
x—0*

x—0*

Car: lim xInx=0et lim 2x=0

x—0* x—0*
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H B lim f(x)= lim 2xInx-2x = lim 2x(Inx - 1) = +eo
X X—3+o0 X

—>+00 —>+00

car: lim Inx = +o et lim 2x = +

X—p+00 X—>+00
o f(x . 2xXInx-2x . 2x(Inx-1 )
E lim Q: lim —— = |lim ¥: lim 2(Inx-1) = +oo
X—r+o00 X X—p+o0 X X—p+o0 X X—>+oo

car: lim Inx = +

X—3+00

Donc (C) admet une branche parabolique de direction l'axe des ordonnées au voisi-

nage de +oo
o f(x . 2xlnx-2x o 2x(Inx-1 )
E n lim Q: lim ———— = lim ¥: lim 2(Inx-1) = -
x—0* X x—0* X x—0* X x—0*
car: lim Inx = -
x—0*

Donc f n'est pas dérivable a droite en O, c'est-a-dire (€) admet une demi-tangente
verticale a droite au point (0; 0) dirigée vers le bas

E La fonction x — In(x) - 1 est dérivable sur ]0; +eo[
La fonction x — 20 est dérivable sur ]O; +oo[

Donc f est dérivable sur ]O; +e[, en tant que produit et somme de fonctions déri-
vables.

Soit x € ]0;+[.Ona:
f'(x) = (2xInx - 2x)’
= (2x)Y xInx + 2x x In"x - 2
1
=2Inx+2xx — -2
X

=2lnx+2-2
=2lnx

E On sait que :
¢ (Vx €]0;1]); Inx < O, par suite f'(x) < O
¢ (Vx € [1;+[); Inx > O par suite f'(x) > 0

Ainsi le tableau de variations de f est comme suit :

. -

f'(x) - 0 +

e \ /
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4 Soit x €]0; +oo[. On :
4]l

f(x) =0« 2xInx-2x=0
< 2x(Inx-1)=0
S x=-e

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est : S = {e}

f(x)= x & 2xInx-2x = x
& 2xInx-3x=0
< x(2Inx-3)=0

3
<~ X=ez2

njw

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est : S = {e

E La courbe (C) :

}

Y
X

E u D'apreés le tableau de variations de f, on déduit que -2 est une valeur minimale absolue
de f sur l'intervalle ]O; +eo[.

E Puisque -2 est une valeur minimale absolue de f sur l'intervalle ]O; +e<[, alors
x-1

(Vx €]0; +eo[) , f(X) 2 -2 & 2xInx-2x2-2 & 2xInx2-2+2x < Inx 2
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E n La fonction g est continue sur l'intervalle [1, +eo[ (car elle est dérivable sur cet in-
tervalle) et strictement croissante sur [1; +oo[.

Donc g admet une fonction réciproque g définie sur l'intervalle J = g(I) tel que :

J =9(I)
= g ([1 +eo[)

= {9(1): Jim g(x)

= [—2; +oo[

E Voir la question E

[ Ona:h(0)=0°+3x0=0et lim h(x) = lim x*+3x =0,
x—0" x—0-
de plus lin3+ h(x) = lim 2xInx-2x=0

x—0*
Donc : lirg h(x) = lirra h(x) = h(0), par suite h est continue en O.
x—0" x—0*
- 2 -2
E Ona: lir2+ f(x)z_g(O) = Iirg* x|n>><<x = -oo (d'apres la question =] [ )

Donc h n'est pas dérivable a droite en O, par suite elle n'est pas dérivable en O.

Exercice 5

Session normale 2020

On considére la fonction humérique g définie sur ]0; +eo[ par : g(x) = 2v/x -2 - Inx

-1
n n Montrer que pour tout x de ]O; +oo[, g(x) = \/;; :

E Montrer que g est croissante sur [1; +oo[.

B3 Montrer que pour tout x de [1; +o[, O < Inx2+v/X (remarquer que 2+/X - 2 < 2+v/X).

Inx)} 8 , In x)?
( 2) < — et en déduire |im ) .
X VX x—teo X2

ﬂ Montrer que pour tout x de [1; +eo[, 0 ¢

4
E Montrer que la fonction G : x — x (—1 + g\/>? -1In x) est une primitive de g sur ]O; +eo[

Correction ;

n n Les fonctions x — 2+v/x et x — In x sont dérivables sur ]O; +oo[
Donc g est dérivable sur ]O; +o[, en tant que somme de fonctions dérivables.
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Soit x €]0; +[.Ona:

[J Ona:(vx € [L+]); x>0et vx-120,
Donc (Vx € [1; +eo[) , f'(x) 2 O, par suite g est croissante sur [1; +oo[
E On a g(1) est une valeur minimale absolue de g sur l'intervalle [1; +o[, alors
(Vx € [Li+o[) ,g(x)29(1) & 2v/x-2-Inx20< -Inx22-2v/x < Inx<2v/x-2¢
2+/x
De plus : (Vx € [1; +o°[); Inx >0
Dol : (Vx € [L;+[),In0 ¢ Inx < 2/x

3
ﬂ Ona: (¥Vx € [L;+=[),In0<Inx ¢ 24/x ,alors 0 < (Inx)* ¢ (2\/>?> ,

Inx)®* 8
donc 0 ¢ (In x)® < 8x+/X, Par suite O < (Inx) < xvX

x2 T x2
Inx)® 8
D'ol :(Vx € [1; +oo[), 0 ¢ (2:2() < U
_ . (Inx)?
am R = 0, alors xl_lg\m 2 - 0

E La fonction G est dérivable sur ]O; +eo[, en tant que produit et somme de fonctions déri-
vables.

Soit x €]0; +[.Ona:

G'(x) = x(—1+: lnxﬂ
(1+4 x) (1+ lnx>
4 4

:—1+§ -lnx+ x( )
4 4 X
=-1+— —x
+3\f lnx+3 A
-—2+ﬂ\/§-lnx+gx/>?
) 3 3
=2v/x-2-Inx
= g(x)
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Donc G est une primitive de g sur ]O; +oo].

FIN
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