CORRIGE :  Mathématiques financiéres - Série TSE -STI - Durée : 4 heures - Coef :4__ | ,

Exercice 1 :
D'apres 1'énonce on a :
> >

O,u,v ) est un repere orthonormal direct. M, les points affixes Z, = [%ZJ (1 +i \/g ) ou n est un entier

naturel.
1. Exprimons Z, ., en fonction de Z, puis en fonction de Z et n.

n+1 n
Z . = [li] (1+if3)= {lz} [lz} (1+if3)=Liz, douz,, ~Liz,
2 2 )2 2 2
Z, en fonction de Z et n.

Z, ., = —iZ,signifie que Z, est une suite gé¢ométrique de premier terme Z, et de raison %z.

1)
Z,=|—i| Z,
n {2 J 0
2. Donnons Z,, Z,, Z,, Z, et Z, sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

Premiere méthode :
e PourZ;:

Forme algebrique :

Z,=1+i3

Forme trigonométrique :

Module de Z, 1| Z, | = t+ 3 =2

cosd, =%
Soit 8, = Arg(Z,) =6,= L dou Z, =2|cos +isinZ |.
. J3 3 3 3
sing, = BN
e PourZ:
3 3
Forme algébrique : Z, = %i Z,= %i(1+ l\/g) =— % + %i d'ou Z,=— % + %i.

Forme trigonométrique :

Module : | Z, | = [—£]2+[lr =1

cosf,=——
Soit 6, = Arg(Z,) : =60, =m—
g =L
siné) = -

S

T_ d'ou Z, = coss—ﬂ + i.sin—
6 6 6

6

e PourZ,:
J3

2
Forme algébrique : Z, = [%ZJ (1+ z\/g) =— % — iT douZz,=-— 1~ iT

Forme trigonométrique :
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Module:|Zz|:\/[_%J2+[—§
1
4

- I
g =—=——
cosé, 1 5
2 T _ 4
Soit 8, =Arg(Zz) : \/g =6,=m+ I3
. 4 3
6, = =—
siné, . 5
2
d'ouZz,= %(cos% + isin%}
e PourZz:
3
3 3
Forme algébrique : Z, = [%ZJ (1+ l\/g) =— %i(1+ z\/g) = % — %i d'ou Z, = % — %i

Forme trigonométrique :

Module:|Z3|=\/{£J2+[_lJ3 :%

B
G
0 =—=2>"_
cosd, 1 5
: _ ) 4 _m oy, 1 ..
Soit 8; = Arg(Z;) : | z€3——gdou Z3—Z cos|— — | +isin| — —
8 1
g =—=——
siné, 1 5
4
e PourZ,:
4
3 3
Forme algébrique : Z, = [%z] (1+ l\/g) = % + %id’ou Z,= % + lii

Forme trigonométrique :

Module:|Z4|=\/[1]2+{£Jz _1

16 1 8

1
1

cosf, = T6 = %
8

Soit 8, = Arg(Z,) : \/E =0,= % dou Z, = % [cos% + isin%}

16 Y3

sinf, = % = %
8

Deuxiéme méthode :
Forme algébrique de Z , -
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s Lo

n

1= (L2

Forme trigonométrique deZ,:

wela a3 s e 8
2[21 .(3n+2)7r}

n—1 7 6
1 COS[3n+27T]+iSin{3n+27TJ
2n—l 6 6
e Pourn=0:

La forme algébrique de Z, =1+ \/g

Sa forme trigonométrique est : Z, = 2[005% + isin%}

e Pourn=1:
o B o1
La forme algébrique de Z, = — BN + 31
. o S S
Sa forme trigonométrique est : Z, = cos? + zsm?

LY

La forme algébrique de Z, = — 7 1

° Pourn=2:

Sa forme trigonométrique est : Z, = %{cos% + zsm%}

° Pourn=3:

5

La forme algébrique de Z, = e i

col=&)vml-5]

a0

La forme algébrique de Z, = _6

Sa forme trigonométrique est : Z, =

e Pourn=4:

o0 | —

Sa forme trigonométrique est : Z, = [cos% + isinij

3

Troisieme méthode

Formes algébriques :

Z,=1+i3

2 2 4 4
i1 By B
Zi=—il————i|=———— =1
2 4 4 8 8
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g 8

Formes trigonométriques :

Z, —Z{COS[ ]+1s1n[77H

3 3
Z = cos{% + %J + isin{% + %] = cos[%} + isin[%
Zz=% co Sg + 2} +zs1n[5?+ 2]] %[003[47” +isin[47”ﬂ
co A —+ 2] +zsin[4—ﬂ + l] %

3 2
Z4=% cos 1? + 2} +i s1n{%+%n é{cos{%} +isin[77"ﬂ

3. Placons les points M, M,, M,, M, et M,

2! - 16 16 '

Z4=l'{£ l-]=L+£.

w2

wn

1
4 3

(R}

N

M
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4. Déterminons la distance OM, en fonction de 7. :
{—ZJ (1+if3)|= [l} X2 = 2,}_1
2

5
5. a. Montrons que M\ M, , % Pour tout n € N.

1 1
MnMn+1 = |Zn+1 _Z

~|z,| 1| -2+

©0.5)

y Ja+1 _

2

‘f ‘f (COFD).

n =‘_iZn_Zn

2 2n—1

2

b. Onpose L,= ZMkMk+1.
k=0

e [, en fonction de n.
L,= szMkH =MM,+ MM, +--MM,,,
k=0

SRR I .

2]’!
= 5[1+l+i+---+ IJ

2 2 2"
1_[lJn+l
Sx;
1
2

st

e Lalimite de L, quand n tend vers + oo.
n+1
lim L, = lim 2[[1—[ J }=2ﬁ.
xX—+ xX—+

e —
6. Déterminons une mesure de I'angle | OM, ;OM, |en fonction de n.

2

e B n
Mes{ OM, ;OM,J = arg{M] = arg( Z, J = arg[[%i} J = 4 2kmr avec k€ Z.
Zy

Zy —Zo
’_’,_:,J

Mes{ OM, ;0M, | = % +2km avec k€ Z.

7. Les valeurs de n pour que O, M, et M, soient alignés :
Premiere méthode :

O, M, et M, sont alignés signifie que : Zu.=% | eReak'e Z, arg Zu. =% | =i
M, Zo ZMU - Zo

arg{ﬁ} =k'mrs % + 2km=k'm=n=2(k'— 2k) = 2p avec p =k'— 2k ou encore si n est

Zy, —Z
pair.
Deuxiere méthode :
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0, M, et M, sont alignés < % =0lr]le % =km,k€EZ =n=2k

Exercice 2 :

|.  Dans le plan affine, on consideére le triangle 4BC rectangle en 4, I le milieu du segment [ AB ] et J le
centre de gravité de ABC.
Pour m € R — {—1/3}, on note G,, le barycentre du systéme de points pondérés :

= {(4.1:(8,m): (C.2m);.

—_ > —>  —>

Pour tout point M plan on note V,, =3MA — MB —2MC.

1.  Montrons que G, est le milieu du segment [ CI ].
Premiére méthode :
— — —_— >
G, =bar{(4,1);(B,m);(C,2m)}<=G,A+mG,B+2mG,C =0.

_ - —> >

Pourm=1;GA+GB+2G,C=0

- - >
I milieu du segment [AB](E) 14 + IB =0

—_— —> — — - —_— >
GA+GB+2GC—O<:>GI+IA +GI+IB+2G,C=0
—_— > > >
© 261 +2G,C+ A+ 1B =0
|
Kt
— — > —_— —

261 +2G,C=0=GI+GC = Od'ouG est le milieu de [CI ].

Deuxieme méthode :
G,=bar{(4,1);(B,1);(C,2)}or I=bar{(4,1);(B,)}donc G,=bar{(l,2);(C,2)}donc G,
est isobarycentre des points 7 et C donc G, est le milieu de [ 4B ]

2. Montrons que les points G,, J et C sont alignés :
Premiere méthode :

- - —> >
Jest le centre de gravité du triangle ABC & JA+ JB+ JC =0

- > —> > — —_— —> — 1— 11— 1/3
JA+JB+JC=0=3J4=—AB— AC= AJ = EA + EAC d'ou J| 3 dans le repere

— —
(A,AB;AC
—_— — — — | —

11— 1/4 — —>
GA+GB+2GC—O=> AG, ——AB+3AC donc G, U2 dans le repére (A, AB ; AC

I

0 —_— —>
C { dans le repére (A, AB ; AC
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=

| | |
> = 3 4 12 4 1 1 1 11
det(GJ:G,C) = _ D U U G O S B
e(l’l | | 24{4}[6} 24 24
_— 1_ — 1
3

N [ —

N [ —
—
(@)
N

d'ou G,, J et Csont alignés.
Deuxiéme méthode :

— —> —>
G,, J et Csontalignés , s'il existe un nombre réel £ tel que : G J =kJC ; GJ =kG,C etc.
- > —

Jest le centre de gravité du trlangle ABC & JA+ JB+ JC = 0

1= —
G, milieu du segment[CI ] & CGl = ECI = CI 2CG,.
- - >
I milieu du segment [AB](E) [A IB=0
- - — - — >
JA+ JB + JC = O<=>3J]+[A+I +I1C=0

>
(:)3JI—CI 0
- —

(:)3JC +3C1 - Cl = 0
—3JC+2C1 =0

— — >
=3JC +2(2€G,) =0

—

—_— —> 3=
S4CG, =30 =CG, = y CJ. parsuite G, J et Csont alignés.

Troisieme méthode :
J étant le centre de gravité de ABC alors J appartient a la médiane [CJ ] de plus G, €[[CI ] donc

les points G,, J et C sont alignés.

—>
3. Montrons que pour tout point M, V = (AB +2AC.
—> —_— —> —>
Vy=3MA— MB—-2MC.
—_— —> —> — —>
=3MA— MA— AB —2MA -2 AC
—> —
=— AB -2 A4C.

1 — s
4.  Montrons que pour tout réel m distinct de — 3 AG,, est colinéairea AG_,.

Premiere méthode :

—_ —>
Coordonnés des points G,, dans le repére (A, AB ; AC
R > s

G, A+mG,B+2mG,C =0

(1+3m)AGm =mAB +2mAC = AG, = AB + AC d'ou G, :
14 3m 143m 1+3m 14 3m
Pourm=—l,G_1[l;1]
2

m 1
det( " _ 14+3m 2 __m %1— 2m Xl: m___m_ _

) 14 3m 14 3m 2 143m 143m

m

14 3m

— —_—
par suite AG,, est colinéaire a AG_,
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Deuxieme méthode :

—_ D —_ >
G, =bar{(4,1);(B,m);(C,2m)}=G,4+mG,B+2mG,C =0
- m 2m m

— —
= AG, =—AB +—AC =—\A4B+2A4C
143m 14+ 3m 143m

— —_ > —

Pourm=—1ona: AG_, = ! (AB +2AC = AB+2A4AC =24G_,

 — om > s
d'ou 4G, = WAG donc AG est colinéaire a AG_,

5. Montrons le triangle /BG_,, est un triangle rectangle
Premiere méthode :
—_— —>
Calculons les distances IB , IG_,,,, BG_,,, dans le repere (A, AB ; AC

B(1;0) et I le milieu du segment I:AB:I@I[% ; J ;G ,(152)

2
1 1
B= [[1-=| ==
{ 2J

1G_]/2=\/{1—1J2+(2)2 =£

2 2

BG_,,= \/?=2

D'aprés le théoréme de Pythagore on a : IB” + BG~ , = 17

% +4= Y =1G’,, donc IBG_,, estun
triangle rectangle en B.
Deuxiemé méthode :

G _bar{(A D { %J;(C,—l)% =G A

2

1 > > >
EG—l/zB —G_,C=0

B 1 3> 3

>
SG_pd =G B+ G, =0

1—)

— >
& AC— -G ,B=0

—_— —

—=24C=G_,,B

J sont paralléles.
2

Les droites (4C) et {BG

Puisque les droites (4B) et (AC) sont perpendiculaires alors les droites (4B) et (4G_,,) sont
perpendiculaires donc le triangle /BG _,, est un triangle rectangle en B.
Il. le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé, on considere I'application affine f* définie par :

x'= %(—3)6 +4y +4)

y'= %(4x +3y—2)

1. Démontrons que fest une isométrie.
Pemiere méthode :

Soit M(x ; y), M'(x"; y")deux points ce plan tel que f(M)=M"; £ (0) = 0'=>0'[% ) — %]

OM= |x"+)°
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2 2 2 2
4 2 —3x 4 4 3 2, 2
O'M'= '—— '+ = = — —+ = = =0'M' =0M
\/[x 5J+{y+5] \/[ 5 +5y] +[5+5y] x +y
d'ou f est une isométrie.

Deuxieme méthode -

S ¢tant une application affine, la matrice de I'endomorphisme associée a fest M, définie par :

_3 4
s -
M(p= S .M(pestdelaforme a b .Vériﬁonssidéth,:—l.
4 3 b —a
5 5
_3 4
5 5 : )
detM , = 3 —%—%=—%=—1d'0ﬁf€stune isométrie.
4 3
5 5

2. Trouvons I'ensemble des points invariants par f.

1
x=—(—3x+4y+4
5 y+4) Qv —dy—4=0 [ 2x—y—1=0
fM) =M | & P 2_04:) 5 1_0=>2x_y_1=()
y=tray-g)  TEAREIS0 ks

I'ensemble des points invariants est la droite d'equation 2x —y —1=0
3. Caractérisons géométriquement l'application f.
Premiere méthode :
f étant une isométrie admetant une droite comme ensemble des points invariants alors fest une
symétrie orthogonale d'axe (D).
Deuxiéme méthode :
fof(M)=M"s f(M)=M"

x"= %(—3x'+4y'+4)

y'= %(4x'+3y'— 2)

x"= l[— %(—3x+4y +4)+ %(4x+3y—2) +4J

5
=
s 1(4 3
y Zg g(—3x+4y+4)+§(4x+3y—2)—2
x" = x . . .
= , = fof =1d= fest une symétrie orthogonale ou une involution.
Y=y

Probléme :
A. Premiere Correction
Soit la fonction fdéfinie sur l'intervalle [0; + oo par f(x) =xe ™ +e > +1—x.
(C) sa courbe représentative.
1. a. Calculons la fonction dérivée de f-
Ensemble de définition D, =[0; + ool.
f'(x)=e ¥ =2xe ¥ =2 " —1==[14+@x+1e >]
b. Dressons le tableau de variation de f "sur [0; + oof
« Lalimite au bornede D, =[0; + oof
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lim f'(x)=—1

X—+00
« Calculons £'(0) : £'(0)=— 1+ 2x0+1)e")=—2
o Dérivée f"(x) : f"(x)=— Q2 —4x—2)e > =4dxe .
. Signede /" (x):

Vx€[0; +oo[, " (x) =0dou f'est croissante.

Tableau de variation de 1.

X 0 + oo
S (x) +

/() ., /

Signe de f" (x).
D'aprés le tableau de variation de £ ', pour tout x € [0; + oo[ , 7 '(x) < 0.
c. Dressons le tableau de variation de f'sur [0; + oof

X 0 + oo
f'(x) -
2

S (x) \

d. Montons que (C) admet une asymptote (D) que I'on déterminera.
f@)=xe"+e " +1-x= f(x)=(1—x)=xe " +e *ona:
lim (f (x) = (1=x))= lim (xe ™ +¢ ™) =0 donc la droite d'équation (D) : y=1—x est
x—+ o x—+ o

une asymptote oblique a (C) au voisinage de + oo.
e. Construisons (C) et (D)

};

y

0 1 2 3 4 5 x
(D)

-1F

2k

2. a. Etablissons que l'équation f(x) =0 admet sur [0; + oo[ une solution et une seule, notée a.
D'aprés le tableau de variation de f, pour tout x €[0; 4+ oo[, f est continue et strictement
décroissante donc f réalise une bijection de [0; + oo sur ]— c0;2]. Or 0 €]— o ;2] donc il
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existe une unique solution a € [0 ; + oo[ telle que f (a) =0.
b. Justifions I'encadrement1 < a< 2 :
4
—e
€ <0

f)=2e">00t f(2) =
e

£ (1) X £(2)<0 d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires 1 < a< 2.
B. Soit la fonction g définie sur l'intervalle J = [1; + o[ par g(x) =xe ™ 4+ e > + 1.
1. « Etudions les variations de g sur J.
Dérivée g'de g: g’ (x) =e ¥ —2xe ™ —2¢ ¥ == (2x +1)e .
Signe de g’ (x).

Vx€J, — (2x+1)e *<0 donc g est strictement décroissante.
La limite de g en + oo,

lim g(x)= lim (xe ™ +e > +1)=1
x—+ o x—+ o

Calculons g(1) :
g()=1+2¢7"
Tableau de variation de g :

X
g '(x) —
14+2e?

g(x) T
1

D'aprés le tableau de variation de g pour tout x €.J, g (x) € [1;142e *[cJ d'ou g(x) € J.

2. Montrons que pour tout x€Jona : | g'(x) | < iz
e

Premiere méthode :
Déterminons le sens de variation de g .
Dérivée seconde de g et son signe :
2" (x) = 4xe™* >0 donc pour tout x € J donc g’ est strictement croissante
reEJox>1=g'(x)=2g' ()
g' (x)=—3e"’
g’ (x)<0 donc |g'(x)|§|—3e_2| = |g'(x)|£%.
Deuxieme méthode :
Dressons le tableau de variationde g ':
Dérivée seconde de g et son signe :
g" (x) = 4xe™* >0 donc pour tout x € J

La limitede g’: lim g'(x)=0etg'(1)=—3¢""
x—+ oo

Tableau de variationde g':

X
g" (x) +

g' () 7

— 3¢’

d'aprés ce tableau de variation, pour tout x €Jon a :
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%Sg’(x)sos%z—%Sg'(x)S donc|g'(x)|£%.
e e e e e
Déduisons - en que Vx€Jona : |g(x)—a|£%|x—a|.

e

3
¥}
e

g'()|<

En appliquant le théoréme des inégalités des accroissement finis a la fonction g sur l'intervalle

Onsait que a€[1;2]cJet x€J= x €[ a; x]et de plus pour tout x € J,

[a;x]ona: |g(x)—g(a)|§%|x—a|

D'autre part f(x) =g(x) —xet f (@) =0=g (a) = a par suite |g(x) — a’| < %| xX—a |
e
3. Soit (U,) €J définie par : U, =1 etU,,, =g (U,) pour tout n € N’

a. Montrons que pour tout7 € N ona: |Un+l—a|s%|Un—a|.
e
UnEJet|g(x)—a|S%|x—a|p0urtouthJd0nc pour x = U, on obtient :
e
|g(Un)—a|S%|Un—a|:>|Un+1—a|Se%|Un—a|

b. Déduisons que pour toutn € N ona : |Un — a| < {%J
e

D'aprés la question précédante, pour tout kEN", |U,,, — & | < %| U,—«a |
e

Varions la valeur de & :

__________________ € .
pour k=0 NS%|UO—Q’|
e
k=1 |U2—a|si2 ; cr|

k=n=2 Uz al< 3|0l

3
k=n—1 | U,—«a | < —th—\a' | (En multipliant membre @ membre et en simplifiant on az)
e

Onl<a<2=-2<-a<—-1= —1<U,—a<0=|U,—a|<1donc:
|Un—a|S[iJn Uo—a|s{iln=> |U,,—a|§[i}n
62 e2 ez

c. Déterminons la limite de U,

lim [i} =0donc lim U,=
n—+ o 2 xX—+

e
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d. Déterminons un entier p pour lequel on est str d'avoir |U b, a| <107’:
—31nl0
3

P
11 suffit que [%J <107’=p> =p=7,66donc p=28

e =
ln2

e
Calculons Uy a 10~ prés : U, = 1.200.

Deuxiéeme correction :

Soit la fonction fdéfinie sur l'intervalle [0; 4 oo par f(x) =xe ™ +e > + 1 +x.
(C) sa courbe représentative.
1. a. Calculons la fonction dérivée de f.

Ensemble de définitionde f: D, =RN[0; + co[=[0; + oo]

f(x)=1-(Qx+1)e ™

b. « Dressons le tableau de variation de f"sur [0; + oof
La limite en + oo
Eerf(x) = lim 1- @Cx+1)e > =1.

Calcul de £'(0): £ '(0)=1—(2x0+1)e’ =0.
Dérivée f"

£ (x) =4xe™ ™

Signe de " (x) :

Vx€[0; + o[, 4xe” ™ = 0donc 1" (x)=0.
Tableau de variation de f”.

X 0 + oo
f"(x) +
1
e
0

. Signede £ (x)
D'aprés le tableau de variation de 1 ', pour tout x € [0; + o[ f(x) > 0.
c. Dressons le tableau de variation de f.
« Lalimite de fen + o0 : lirPoof(x) =+ o
« Calculons £(0): £(0)=2
o Tableau de variation de f

X 0 + o0

S '(x) +

f ) , /

d. Montons que (C) admet une asymptote (D) que I'on déterminera.
f@)=xe " +e " +1+xe f(x)—(1+x)=xe " +e *ona:
lim (f (x) = (1+x))= lim (xe ™ 4¢™*) =0 donc la droite d'équation (D) : y=1 4 x est
x—+ o0 x—+ o

une asymptote oblique a (C) au voisinage de + oo.
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e. Construisons (C) et (D).

J\y

Y

0 I 2 3 4 ¥

2. a. Impossible d'établir que f(x) =0
Troisieme correction :
Ona: f(x)=xe ™ +e ¥ —1+x
1. a. Calculons la fonction dérivée de f.

Ensemble de définitionde f: D, =RN[0; + co[=[0; + oo]

f'x)=1-Qx+1)e ™

b. « Dressons le tableau de variation de f"sur [0; + oof
La limite en + oo
lim f(x)= lim 1 @Cx+1)e > =1.

x—+ oo

Calcul de £'(0): f'(0)=1—(2x0+1)e’ =0.

Dérivée f"

£ (x) =4xe ™

Signe de 1 (x) :

Vx€[0; +oo[, 4xe > >0donc " (x)=0.alors f estcroissante.
Tableau de variation de f”.

X 0 + oo
S () +
1
fre|
0

« Signede £’ (x)
D'aprés le tableau de variation de f ', pour tout x € [0; + oo[ f'(x) = 0.
c. Dressons le tableau de variation de f.
« Lalimite de fen + o0 : lirPoof(x) =+ o

« Calculons £(0): £(0)=0
« Tableau de variation de f:
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X 0

['&)

r@ 7

d. Montons que (C) admet une asymptote (D) que I'on déterminera.
f)=xe " +e ¥ —14+xe f(x)—(=1+x)=xe " +e~

lim (f (x) = (=14 x))= lim (xe ™ + e *) =0 donc la droite d'équation (D) : y=x— 1
X—+ 00 x—+ o

est une asymptote oblique a (C) au voisinage de + oo.

e. Construisons (C) et (D).

J\y

Ln
T

2. a. L'équation f(x) =0 admet 0 comme unique solution sur [0; + oo,

b. 0¢[1;2]

X
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