CORRIGE: Mathématiques - Série ISE — STI - Durée: 4 heures - Coef : 4 ﬁ M2

EXERCICE :

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0, Z; :) (Unité graphique 1 cm).
On considére dans I'ensemble des nombres complexes, 1'équation (E) d'inconnue z suivante :
28+ +(7-8)+17i=0

Partie 4 :

1. Montrons que — 7estsolution de (E)

— isolution de (£)= (= /) + (= 8+ W= f + (17— 8= 1)+ 17i=0
)+ s+ + (17—8%(—1’)+ 17i=i— (=84 )= 17/—8+17/=i+8 - i—8 = 0.
donc (— 7)est une solution de (£').

2. Déterminons les nombres réels a,b,c tels que z° + (— 8+ 1)22 + (17 —8ik+17i= (z+ z')(az2 + bz + c).
Premiere méthode : Division euclidienne

— 7solution de (E)c» (23 + (— 8+ z)zz + (17 — 8z)z+ 17) est divisible par (z+ l')

248+ + 78 +17 z+7
-z — i
82+ 17+ = 78417
82" + 8iz
17z + 177
—17z — 17/
0 + 0

donca=1,b=—8c=17 et 2+ (=8 + )} + (7-8)+17i= G+ ) -8+ 17)
Deuxieme méthode : Coefficients indéterminés
C+)aZ + b+ c)=a e+ )+ b2+ )+ ot i)=az' + Ga+ b + (o + )+ ic
Par identification on a :

a=1 a=1

ia+b=—8+i7 Jb=-8

—

ib+c=17-8i c=17

ic=17: c=17
d'ou Z + (— 8+ 1)22 + (17 -8+ 17i= (Z+ l')(z2 —-8z+ 17)
Troisieme méthode : Tableau d'Horner.

1 —8+7 17—87 17
—17 —17 87 —17
] 1 -8 17 0

donca=1,b=—8c=17 et 2+ (=8 + )+ (7-8)+17i= ¢+ /) —8z+17)
3. Résolvons I'équation (£')dans C.
Posons : 2+ (= 8+ + (17— 8% +17i=0 =( z+ /) =82+ 1)=0
Sz+i=00uz —8z+17=0

Résolutionde : 22 —8z+17=0
A=16—17=—1=7
zi=4—ietz,=4+1i
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S=4i4—ia+4
Partie B :
Soientles points : A+— z,=4+i, B> z,=4—7;Cr> z,=— 1.
1. Plagons les points sur une figure que 1'on complétera dans la suite de 1'exercice :

Y

2. 1 P->P
M—M'tel que z'=iz—2i+ 2 ou M—zet M'— z'le point A +— z, =2.

§=r4)

Calculons l'affixe s de S.
s=iz,—2i+2=id+)—-2+2=2i+1
s=14+27

3. Démontrons que les points B, 4, S, C appartiennent a un méme cercle G dont on déterminera le

centre et rayon.

Premieére méthode :

par conjecture a partir de la représentation graphique, Q semble étre le centre de ce cercle. On
cherche une preuve en comparant ( par calcul ) les distances QB; QA, QS et QC :

0B=|z,—z,|=|4—i-2|=|2-i]= 5
Q=|z,—z|=|4+i-2|=]2+]=5
AS=|zy—z,|=[1+2i-4=]|-1+2}= 5

0C=|zo—z,|=|-i-2|= 5
Donc B, 4, S, C appartiennent au cercle 'G de centre () et de rayon ﬁ
Deuxiéme méthode :

S . . s . Ze—Zp,  Z,4—Zg .
D'aprés la formule des points cocycliques, on vérifie : - ER.

2425 Zc T Zs
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ZcTZp L FaTEs _ fzc— 2z —Zy —i—4+7; Y—-i—-1-2; _1_31
Z4—Zp  ZcT %y A—ZB +i—4+7 +i—i—2i
=2iX _;3 =2€R". Donc B, 4, S, Cappartiennent a un méme cercle G.
-7
Déterminons le centre et rayon de G.
Premiére méthode :
Soit /le centre d'affixe z=x+ 7y (x ; y)E R’

1A= [B=/C=[S=rayon.
[Az:|ZA—ZB|2:|4+i—x—IJ/|2:|(4—x)+i(1—y)|2:(4—x)2+(1—)/)2
[Bz=|ZB—Z,|2=|4—z’—x—z’y|2=(4—Jc)z+(1+y)2
[C2=|ZC—Z[|2=|—z'—)c—l’y|2=)cz+(1+y)2
[Sz=|zs—z,|2=|1+2z’—)c—1’,1Jf2=(1—x)z+(2—y)2

Par égalités : on a

1C=1F X+ +) =62 +(+for=6- X)Z?x_gixjs)(;-?l %)=0

= 4(x-4)=0
S 2xr—4=0
= x=2

=B @-—xy+0+)=0-+C-yfol-2)+(+)=0-27+C-»)
e2+(+)=C1y+C-y)
SA4+1+20+y =14+4—4dyp+)’
S 6py=0=y=0

d'ou z,=2.

Le rayon de ce cercle est :

]C:|ZC—Z,|:|—i—2|: \/g donc Gest le cercle de centre /= (1 de rayon ﬁ

Deuxieme méthode :

—_

On vérifie que l'angle CBA est droit et on en déduit que [ AC] est un diamétre du cercle circonscrit
au triangle 4BC. Puis on determlne l'affixe du milieu / ( coincide avec Q)[ AC]et le rayon /4.

ik b S kel Arg(2z' =
+l—4+l 27 2

ZA+ZC _ 4+l'—l

mes \BA, BC Arg CBA =Arg

CBA est un triangle rectangle en B er / d'affixe Z, = =2 =z, donc Gest le

2 2
cercle circonscrit au triangle 48C par suite G est le cercle de centre () et de rayon 04 = ﬁ
4. A tout point Mz on associe le point 17" d'affixe z'= ZZ+102_21
-

a. Déterminons I'affixe des points 4’, B’, C"associe respectivement aux points. 4, B, C.
+10—27
L= i l(4+z)+10 2i_ 2z+9 1(9+2)(2 )= 1(18+2+(4—9))=4—1

z,—2 4+i—-2
Zgr=iZB;1_02_2i (44211(; 2i_ 11 2i_ 1(11—21)(2+D‘1(22 2 (1 +4)=
=4+3;
102 A D10 —nr 11—
ZC,=’ZCZJ;_2 i i ’_)j_lg 2 1_12_2;=;(11—21)(—2+1)=;(—22+2+(11+4D)
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b. Vériﬁois:i; A', B', C'appartiennent a un cercle G'de centre £ d'affixe 7.
A', B, C'€ G'signifie que P4'= PB'= PC'= Rayon
PA’=|ZA,—ZP|=|4—l'—l'|=|4—2l'|=\/m=2\/g.
PB'=|z,—z,|=|4+3i-t=[4+2{= [l6+4=25.
PC'=|zp=z,|=|—4+3i-f=|-4+2{= Ji6+4=25
donc G'est le cercle de centre Pet de rayon 7= 2\/§ :

c. Pour tout nombre z # 2 exprimons | z'— z'| en fonctionde z.

2+10=27 | _liz+10—2i—iz+2i
z—2 z—72

d. Soit M/ un point d'affixe z appartenant au cercle G.

Démontrons que | z'— z'| = 2\/g
MeTo|z=2|= 5 done |2/~ i| = 1 = 10Js =25 (corp)

ﬁ 5

e. Déduisons a quel ensemble appartiennent les points A/"assocés aux points A/ du cercle G.

|2~

| z'— z'| = 2\/§ < M'"appartiennent au cercle de centre et de rayon 2\/§ .

Exercixe 2 :

L
1.

On considere 'équation (E) 8&x+5y=1ou (x ; y)e 7’
a. Donnons une solution particuliere de I'équation (£
Premieére méthode : par essai
On constate que : 8(2)+ 5(— 3)= 16—15=1 le couple (2 ; — 3)6 Z® est une solution
particuliere de 1'équation de 1'équation (£).
Deuxiéeme méthode : Algorithme d'Euclide.

q 1 1 1 1
8 5 3 2 1
r 3 2 1 0

1=3-2x%x1

2=5-3x%1

3=8-5x1

3-2=1 o 3-(-3)=1 o 26)-5=1 & 26-5)-5=1 = 8(2)+5(-3)=1 donc
(2 ; — 3)est une solution particulicre.

Troisieme méthode : Par congruence.

8qx+5y=1=8x=-5y+1 <= 8x=1[5]

= 3x=1[5]
& 6x=2[5]
= x=2[5]

—=x=5k+2avec k EZ
pour A/=0 ona: x=2 et —5y=8(2)— l & —5y=15=ypy=-3 donc (2 ;—3) est une
solution particuliére.
b. Résolvons I'équation (E)
Premiere methode :
Comme (2 ; — 3)est une solution particuliére, on a le systéme.
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{ &x+5r=1 [8x+5y=1

82)+5(3)=1 8(=2)+56)=-1
8(r—2)+5(+3)=0
=8(r—2)=5(-y-13)
8AS5 =1 alors 5/(x—2)et8/(—y—3)parsuite
x=5k+2et y=—8k—3 avec kEZ
vérification: 8 (54+2)+5(—8,k—3)=40k+16—-40k—15=1
donc l'ensemble des solutions est S= {(5/(+2; — 8/(—3,/\76 Z}
Deuxieme méthode :
8x+5y=1=8x=-5y+1 <= 8x=1[5]
& 3x=1[5]
= 6x=2[5]
= x=2[5]
=x=5k+2,k€Z
Remplagons x par sa valeur dans 1'équation :
8(5/c+ 23+ 5y=1=40k+16+5y=1=5y=—40k—15=p=—84k—-3
On endeduit que I'ensemble des solutions est §'= {(5/c+2 ; — 8/{-), ke Z}
N=8a+1

2. Soit V€ N tel qu'il existe un couple (a ; b)E Z° vérifiant .
N=5b+2
a. Montrons que le couple (a ; — b) est solution de (E)
Premiiére méthode :
On sait que :
N=N&8a+1=50+2=8u—-5H=2-1& 8a+5(—b)= 1= (a; —b)est une solution
de (E)
Deuxiéme méthode :

N=8a+1
N=5b+2
N=8a+1=>~a=Ng_1
N-=-2 N-=2

N=35b+2= b= = —bh=—

5
Vérifions si (a L — b) estsolution de (E)

5
8 NS_I)S _NS—2 N—1—-N+2=1dou (a;—b)estsolutionde (E)
b. Le reste de la division euclidienne de AV par 40.
N=8a+1
D'apres la relation qui vérifie /, ona : .
N=5b+2
a=5k+2 a=5k+2
D'apres 2)a), (a ; — b) solution de (E), par suite ,KEL & ,KkETZ
—b=—8k-3 b=8k+3
En remplagant @ ou 5 par leur valeur,on a :
N=8(k+2)+1=40k+17, k€T
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ou N= 5%+ 3)+2 = 40k+ 17 d'ott N=40k+ 17, k€ L
N=40k+ 17, k€Z d'ou le reste de la division euclidienne de V par 40 est17.
3. a. Résolvons I'équation 8x+ 5y =100 ou (x ; y)e YA
8A\5=1¢et1/100, donc 1'équation admet au moins une solution.
Premier méthode : Par congruence :
8x+5y=100 = 5y=100—8x = 5y=100[8] = y=20[8] =y=4[8]= y=8k+4, kEL
Remplacons y par sa valeur dans I'équation :
8x+ 5(8k+ 4)=100 < 8x=—40k+ 80 = x=—5k+ 10.
S=4=5k+10;84+ ) ker}
Deuxieme méthode : Par application du théoréme de Bézout.
D'apres1°) ona:
8(2§+ 5(-=3)=1 < 8(200)+ 5(~300)= 100 donc le couple (200; —300) est une solution
particuliere de 1'équation 8x + 5y = 100.
8x+ 5y=100 8x+5y=100
=
8(200)+ 5(— 300)=100 (8(-200)+5(300)=— 100
8(r—200)+5(» +300)=0
& 8(r—200)=5(—y—300)
8A5=1alorsona 5/(x — 200) et 8/(—y — 300) par suite :
5/(xr—200)et 8/(= y— 300) = x=5k+200 et y=— 84— 300
Veérification : 8é/c+ 200)+ 5(— 84— 300)= 40/ + 1600 — 404+ 1500 = 100 donc :
5= {5k+200;—8k—300 42}
b. Soient a le nombre d'hommes et £ le nombre de femmes :
D'apres I'énoncé, on a : 8a+ 58 =100
Avec la question précédente :
Avec la premiere méthodeon a: a=—5k+10et =84+ 4
pour ks=0oui=1: (a= 10 etB=4>0u (a=5 et f= 19.
Avec la deuxieme méthode : a= 5k+ 200 et f=— 84— 300
54+200>0et —84—300>0
5k+200>0= 4k >—40

—8k—300>0=>k<—3g()d'01‘1—40</c<—320 = ke £39; —38

Pour A =—3%9ona:a=5e/=12
Pourf=—38ona:a=10etf3=4

II. On se propose de résoudre I'équation différentielle : y'— 2y = | _: 2_ = (E)
e

1. Soit g une fonction dérivable sur R et fla fonction définie par : / (x)z ezxg(x).
_ 2€_ 2x

l+e ™

Montrons que la fonction / est solution (E) si et seulement si g’(x)z
—2¢7 "

l+e ™

fsolution de (E) o f1-2= | _: 2_ i 2ez’xg(x)+ g’ (x)ezx — 2e2xg(x)=
e

Supposons que fest solution de (E) et montrons que g’ (x)z

-2
l+e?

_ _ —2x
T I

2. Déduisons toutes les solutions de (E)
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Déterminons la fonction g

g’(x)= l—fe_z; = g(x)z I l—fe__z; dx = ln(l + e_z")+ cavec c€ R.
e e

La solution / (x)= e (ln(l + e_2”)+ c)= elen(l + e_z’r)+ ce™,
Probléme
A. 1. On définit la fonction g sur l'intervalle ]1 ; + od par : g(x)= 2x— (x — l)ln(x - 1).
a. On admet le resultat suivant : lim xlnx = 0.

x—0*

Déduisons la limite de g(x) lorsque x tend vers 1.
e  Ensemble de définitionde g: D, = {YE R,x—1> (}ﬂ]l +od=]1; 4+
e Posonsz=x—1=x=7¢+1
quand x—1" = r—0" donc liIT% g(x)z 1111(1)1 [2(l+ 1)— Anz]=2d'ou lirr11+ g(x)= 2.

b. Calculons g’(x) pour tout x€]1 ; + od,
g(x)=2-mG—1)—1=1-m(r—1)
c. Résolvons I'inéquation : 1 — In{x— 1)> 0 d'inconnue x€]1 ; + od.
Prémiére méthode : Par étude.
Posons : }z(x)= 1— ln(x— l)pour tout x€]l ;;+op
o Dérivée 4':

h(x)= — xl—l <0 pour tout x€]1 ; +of

e Les limites aux bornes de ]l , + od
lim/A(x)=+ o ;

x—l

lim A(x)=—oo

x—+

e  Tableau de variation

1 e+1 + oo

20 :

O[T

e Les points remarquables :
G, N (0x)=> h(x =01 —ln(x— 1)=0 Srx—l=e=x=c+1.
D'aprés le tableau de variation de /4, pour tout x€]l ; e+ [l/z(x)> OdousS=]l;e+l
Deuxieme méthode : Utilisation de la bijection de la fonction exponentielle.
1-n(r—1)>0 & —lr—-D)>-1 o m(r—1)<1 =x—1<e =x<e+1 donc
x€ll;e+[0N)l; +od=]1 ;e+[Parsuite: S=]1 ; e+l
Troisieme méthode : Par changement d'inconnue.
Posons = x— 1, I'inéquation devient 1 — Inz> 0.
Signe de (1 —Inz
Posons 1 —Inf=0 = Infr=1=r=e
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? 0 e + oo
1—Inz + —

Dans le tableau ci - dessus pour tout /€10 ; 4,1 —Inf>0 & (x— I)E]O id,1— ln(x— 1)> 0
(x— I)E]O;e{<=0<x—l<e<=)1<x<e+1 = x€]l ;e+[dousS=11;e+l

d. FEtudions le sens de variation de gsur l'intervalle ]1 ; + o
Signe de g’(x):

x |1 e+1 + o0
g’(x) + D —

Vx€ell;e+], g’(x)z 0 donc g est croissante.
Vx€le+1; +0b, g(x)S 0 donc g est décroissante.

e. Montrons que I'équation g(x)= 0 a une solution unique notée a, dans l'intervalle [e+1; &’ +]
La limite en + o

lim g(x)= tim Qr— (- Dn(r-))

x—+ 00 x—+

- (1))

o)
lim g(x)=—oo

~LX.'_;(:)remum:
g(e+ 1)=2(e+ 1)— (e+ 1 —)ln(e+ 1 —)=2€+2—e=e+2 ; g\le+ 1)=e+2
Tableau de variations

o1 e+l a +
g () + D —
e+2
10 7 \G\
2 — 00

D'aprés le tableau de variation de g, sur l'intervalle [e+ 1 ; +ob g est définie, continue et
strictement décroissante donc g réalise une bijection de [e+1; +opsur ][—o;e+2. Or
O(zéro €]— o0 ; e+ 2] donc il existe un nombre réel a € e+ 1 ; + obtel que g(a)z 0.
Onsaitque:[e+1; ¢ +1ce+1; + op, calculons :
gle+ 1)= e+2>0,
gl + 1)=2(e3+ 1)— (e3+ 1 —)ln(e3+ 1 —)=2€3+2—3e3=—e3+2<0
gle+ 1)x gle’ + 1)<0, d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires e+ 1 < a< e’ + 1.
e  Etudions le signe de g(x) sur l'intervalle ]1 ; + od.

Premiere methode : Par lecture du tableau de variation de g

D'apres le tableau de variation de g :

Pour tout x€]1 ; a{g(x)> 0
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Pour tout x € [a ; + OO[g(x)S 0
Deuxiéme méthode : Avec le tableau de variation de g :

X |1 e+1 Q( +
g’(x) + I} —
e+2
g () / \
2 — 0
signe de N o
glx

2
2. Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle ]1 ; + of par (p(x)z In{x” =1
x

a. Déterminons lim (p(x) et prouvons que : lim (p(x)= 0
1" x—+ 00

e lim (p(x)— hmﬂxz—_l) =—00

x—l1* x—l1* X
ln(x2 — 1,
° lim (p(x)— lim =?
x—+ 00 x—+ 0 X

Posons t— I = x= 1

quand x >+ ; f—
Jim o(e)= fiman{; - ) fig ¢1n (;

b. Calculons (p'(x)
ZX Xx ln(x - 1)

¢ (x)— > ( l)ln(x - 1) g(xz)

X X (x —1) z(xz—l)'
Montrons que cp'(x) est du signe de g(xz)sur]l ; +od,

—0*

)(() o)

= hm tln(l—t) 2tlnt) 0

Pour tout x €]l ; +of , x° (x2 — 1)> 0 donc (p'(x)= zg fz )2 le méme signe que g(xz)
X X —

c¢. Montrons que ¢ est croissante sur l'intervalle ]l ; Ja ] et décroissante sur l'intervalle
[Jo 1+
Posons 7=x" (t> 0), d'aprées la question 1°/e) ona :

Pour 7€)1 ;a{g(t)z Odoncl <y’ <aetx€]l; +d=l <x< \/E, g(x2)2 (1N (p'(x)z 0
d'ou @ est croissante.

Pour 7€ [ar; 4 oof g(t)<0doncx >a o x> Ja etrell; +od o relJa ; +o
g(x )< 0 =0 (x)< 0 d'ou ¢ est décroissante.

B. On définit la fonction fsur l'intervalle]0 ; + o par / (x) Me—)

1. Vérifions que pour tout x€]0 ; + o ona f (x)= (p(e )
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(p(ex): ln((e’(?2 - 1) _In ez’;— 1) _ f(x)

2. deduisons —en:
a. lalimitede / (x) lorsque x tend vers 0°

llmf(x)— hm In{e™ ~ 1 = — 00,
e’

x—0*
b. Lalimte / (x) lorsque x tend vers + oo

1 1
Posons 1= — & e = -

e

quand x— + oo ; 7—07

xl_lgloof(x)— lim tln( — 1} lim 7 (ln(l - t) 2lnt)— hm (tln(l - t) tlnt) 0

c. lesens de variation de fsur l'intervalle J0 ; + o

Vx€eo; +00[f(x) ((P( ))' w()xe
Vx€J0o; +od,e" >0donc /' (x)a 1e51gneque(p( )
Posons e"=¢r= €]0; + oo

VlE]l ; \/;], (p'(t)ZO = VxE]O,ln(\/;)L (p'(e‘r)ZO donc f est croissante sur

]O ,ln(\/g)l

Ve [\/g ; + 00[ (p'(t)S 0 & Vxe [ln(\/;); + 00[, (p'(eX)S 0 donc f'est décroissante

sur |:ln (\/g ); + 00[.

Tableau de variation de /*

x o (o ) + oo

ya ’(x) +
7 ()

7 () Y \

— 0

2
3. Montrons que, pour tout x€J0 ; +od; /° (x)s e
a

-1
vrelo: +od, /()</(nla )

1 (Q‘f 1)_1n(e‘““—1)_1n(a—1)
o)1 N A

g(a)zO S 2a— (a— l)ln(a— 1)=0 = ln(a—

f(lnf) \/7 —\/7( )— fdoncf(x)<

f

2 \
Pres.

4. Réproduisons et complétons le tableau suivant en donnant des valeurs approchées a 10
0,1 0,5 1 1,5 2 3
7 (x) —1,36 0,33 0,68 0,66 0,54 0,30
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5. Représentons graphiquement fdans un repére orthogonal, d'unité 5 cm en abscisse, 10 cm en
ordonnée. On prendra 10 commc valeur approchée de a.

Y

——

A
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