CORRIGE : Mathématiques - Série TSE xp - Durée : 4 heures - Coef : 3 ﬁ M2

Exercicel :
1. Pour tout nombre complexe z; on pose P(z) =z' — 32> + 3z + 7.
a. Calculons P(—1)
P(-)=(-1=-3(-1"+3(-)+7=—1-3-3+4+7=0 (0,50p1)
b. Déterminons les réels a; b tels que, Vz € C on ait: P(z) = (z+1)(z* + az + b)
Premiére méthode : Tableau d'honer :
— 1 est une racine de P alors P est divisible (factorisable) par z + 1

S I N N N
-1 -1 4 —7
1 —4 7 0

D'ota=—4;b=7 alors P(z) = (z+1)(z" — 4z +7) (0,50pt) + (0,50p1)

Deuxiéme méthode : Division euclidienne
— 1 est une racine de P alors P est divisible (factorisable) par z + 1

=322 +3z+7 z+1
3 2 :Zz—4Z+7
—z -z
— 47" 437
+4z° +4z
Tz+7
—T7z=7
0 Dona=—4;b=1

P(z)=(z+ 1)(22 —4z +7)

Troisiéme méthode : Coefficients indéterminés

P(z) est factorisable par (z +1).Alors il existe les complexes a ; b tels que
PE)=C+D)Z+az+b) = P)=2+(@+1)+ (b +a)z+1

Par identification:

a+l=-3 a=—4
a+b=3 o D'oi P(Z) = (Z+1)(Z* —4Z+7)
h=7 h=7

c. Résolvons I'équation P(z) = 0 dans C
Pz)=0=(+1)(z"—4z4+7)=0=z+1=0 ouz' —4z+7=0
z=—1
2 —4z+7=0
A=b>—4ac=16—-28=—12= 12/

z= _bz_aﬁ - 4_?\6 =2-if3; z,= _b;aﬁ - 4+22iﬁ =240l

1

S={-1;2-if3:24:[3 } (1pt)
> >
2. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O; u ; v ) On désigne par 4; B; Cet G les
points du plan d'affixes respectives Z,=—1;Z;, =2+ i\/g; Zo=2—- i\/g etZ;=3

a. Plagons les points A; B; C et G. (voir figure) (0,50p1)
b. Calculons les distances : AB; BCet AC
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d(A,B)=|ZB—ZA|=‘2+i\/§+1‘=‘3+i\/§‘=2\/§
d(B,C)=|2.~2,|=|2-13 —2-1 3 |=| 23| =23
d(4,0)=|2.~7,|=|2-i3 +1|=|3-13|=23

Le triangle ABC est équiletéral .
b

A

_}J/

1
o
1
Z
=y
.
b

c. Calculons un argument du nombre complexe

ZoZe _ —1-2+iJ3 _ —=3+i3 _ (—3+zf)(1—zf) _ 43 _if3
ZiZo  3-24if3  14if3 1+3 a7
Ainsi si fest un argument de { ZiZc J alors =% + 2k
2oL 2
Alors GAC est un triangle rectangle en C.
Exercice 2 :

1. Soit fet g deux fonctions définies sur R par: f(x) = l-IfC -etg(x) =
x

x
1+ x°
a. Calculons I, = J.o £ (x)dx

1

1 1
X 1 2x
I = jof(x)dx= IO o dx=— —dx = [—ln(1+ 2)} = 31n2

290 1+ x

0

I, = l1n2.
2

b. Soit IZZIO g(x)dx; calculons 1, + I, et déduisons la valeur de 7,

1 1
X
L +1,= J.O oo dx

14+ x7 1+ x° 14+ x°
(0,50p1)
11+12=l:> Jzzl—ll :>12=l—l =—(1ne—1n2)_—1n Izzllni.
2 2 2 2 D 2
(0,50p7)

Autre méthode :

3 1
+J.0 X dx=_[0 x+x J. de—j xdx=[%x2} = I

(0,50pz)
(0,50p1)

(0,50pz)
(0,50p¢)

€ puis déduisons la nature du triangle GAC

(0,50pz)

(0,50p¢)

(1pt)

0
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1 1 1
Ainsi11+12=_[ xzdx+J. {x— xzjdx:>11+lz=_[ x2+x— x2 dx
0 I+x 0 1+ x 0 | 1+x I+x

1
11+[2= J.O de=|:%x2i| =%
0

2_
2. a. Déterminons trois réels a; b; ¢ tels que pourtoutuii: u ]=au+b+ <
2 2u-1 2u—1
2
u —1 2u—1
2
—u +—u
2 11
1 =—u-+—
—u—1 2
1
—Eu-l-z
_3
4 .1 .1 3
A =— ;b=— c=—=. Ipt
nsi a 5 1 c 4 (1pt)
0
b. CalculonsI X _ldx
-1 2x—1
— (° 1 3 ’ 1 30 1
J. x_ldx= lx+———dx=J. lx+—a’—— dx
-1 2x—1 J112 4 4(Q2x-1) -1(2 4 4J-1 2x—1
1.1 T 3 2 3 "3
2
[4)‘ 4 TR ™ [8“| ¥ ﬂ 8
1, .
Lo 3
x2—
dx = =In3. Ipt
jo =g e
Probléme :
x’—4

On considére la fonction fdéfinie sur R par f(x) == " ; et Gsa courbe répresentative dans un repere
X

orthonormal (unité 1cm).
1. Onpose g(x)=x"+3x+8.
a. Etudions le sens de variation de g :
Les limites aux bornes de D, =]— o0 ; + oo :

lim g(x)=—o0; lim g(x)=+ o0
x— + oo

Dérivée :
g'(x)=3x"+3 (0,50p1)
Pour tout x € R g'(x) > 0 donc g est strctement croissante sur R.
Tableau de variation de g.

X [— a + o0
g'(x) +

e

g(x) _m/b

Montrons que I'équation g(x) =0 admet sur R une unique solution dont on donnera un
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encadrement d'amplitude 0,1.

La fonction g est définie continue et strictement croissante sur R, alors elle réalise donc une
bijection de R vers R. Or 0 € R, alors il existe un unique réel a€ R tel que : g(a) =0.

g(—D)=4d et g(-2)=—6 = g(—1)xg(—=2)<0 dou a€l—2; —1[ d'aprés le théoréme des

valeurs intermédiaires (0,50p1)
Tableau de balayage
X -1,1 -1,2 -1,3 —-1,4 -1,5 —-1,6 -1,7
g(x) 3,27 2,67 1,90 1,06 0,13 -0,90 | —2,01

d'apres le théoréme des valeurs intermédiare — 1,6 < a<—1,5 (0,50pt)
Précisons le signe de g(x) selon les valeurs de x
Six €]— o0; a[=g(x) <0
Six€la; + wo[=g(x)>0 (1pt)
x'—4
2. f®)= JENR
a. Calculons f'(x) et étudions son sens de variation
W 3)cz(x2 +1) — 2x(x3 — 4) x4+ +8 x(x3 +3x +8) _ xxg(x)
S (x)= 5 2 - 5 2 5 2 T, 2
(x +1) (x +l) (x> +1) (x*+1)
Tableau de signe de f '(x)

(0,50pt)

X |—o g 0 +o
X - = 11) +
g(x) -0 4+ -
ffx + 9 - 0 +

Si x €]— o0;a[U]0; + oo f"(x) >0 = fest strictement croissante;
Six€la; 0l f'(x) <0 = feststrictement décroissante.
Six € {a,0} f'(x)=0alors festconstante (0,50pt)

b. Etudions les limites de f* en +oo et en —oo puis dressons le tableau de variation de f.
3

lim f()= lim 5= = lim v=—oo; (0.25p1)

3
lim f(x)= lim "% = lim x=+00  (0,25pf)

x—+ 00 x—+o0 x +1 x—+ 00

Tableau de variation: (0,50pt)

X — 00

a 0
R
SN

a,
f(x) /'/ /’
— o0 —4

3. a. Montrons qu'il existe quatre réel a; b; c et d tels que f(x) =ax+ b+ cxz-:_clz’
x
_)(3‘3 4 xz +1
—x'=x  |=x
—x—4
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—x—4
X’ +
b. Déduisons — en que G admet une asymptote oblique (A)

Ainsi f(x)=x+ a=1;b=0;c=—1;d=—4 (lpt)

—x—4
x”+1

Comme f(x) est sous la forme f(x) =ax + b + ¢@(x) avec @(x) =

et lim ()= lim —X= lim —L=0
x— — 0o x—-—00 x

x——o00 X
d'ou y =x est une asymptote oblique a G. (0,50pt)
Etudions la position de la courbe par rapport a 'asymptote oblique

f)—y=xt 2Tt =2 E

i AR

x*+1 x*+1

x’+1>0 Vx€Df, donc f(x)—yale méme signe que —x —4
—x—4=0 =>x=—-4

X —o —4 + oo
f)-y + 0 -

Sur]—oo; —4[ f(x) —y >0 d'ou Gest au dessus de (A).

Sur]—4; + o[ f(x) —y <0 d'ou Gestau dessous de (A). (0,50pt)

Vérifions en particulier que G rencontre A en un point unique A

flx)=y admet —4 comme solution donc le point A(—4; f (—4)) est l'unique point de

rencontre des deux courbes. (0,50pt)
4. Déterminons les abscisses des points B et B'de ( G ) admettant une tangente paralléle a (A)

(B): y=x et (T): y=1"(x,)(x —x,) +£(x,).

4 2
Si A//Te fi(xg) =122t
(xé +1)

=1= xg +3x, +8x, =x; +2x, + 1

= x;+8x,—1=0

A'=16+1

xo=—4—J17 oux,=—4+ J17  (0,50pr)

d'ou les abscisses des points B et B'sont respectivement x, = —4 — \/ﬁ et x,=—4+ \/ﬁ .

5. Vérifions que f((x)=%(x

_a-4_  a+4
S (@)= Z+1 5 7+
d+3a+8=0=a’+a+2a+8=0
sadd +1)=-2(a+4)
<:>cr+4=—ﬁ@l

2
_ c_r(a2+1!_ a _ 3
fl@)=a+ 2 +1) =at—=a

f@=2a (0.50p0)

Déduisons-en une valeur approchée de f(a)
—16<a<-15e —24<fla)<—225 (0,50pt)
6. Construction de la courbe Gde f (1,00ptr)
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