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Série: TSEXP SESSION : Juin 2023
Epreuve: Mathématiques Durée: 3 heures Coefficient: 3

. (I 4 pts

X2 -2x-2

1. Soit la fonctionh:xr—>h(x) ]
X —

a. Déterminetroisnombresréelsa,betctelsque:vXeIR—{l},h(x): a . 2bX+C .
Xx—=1 X" +x+1

b. Déduis-en la primitive H de h sur J-o0,1[ telle que : H(-1)=—In2.

2. Soitxun nombre réel, I (x)etJ (x)les intégrales suivantes :

I (x):jox(coszt)dt etJ (x):J'OX(sinZt)dt.

a. Calcule I (x)+J (x)et1(x)—J(x).

b. Déduis-en I (x)et J (x).

] o [ 6 pts

|. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;0,V).

1. Résous, dans C, I’équation z° —(2+6i)z-16+12i =0.
2.S0itp(z)=2°—(4+6i)z° —(12—24i)z+32-24i.

a. Montre que 1’équation p(z)=0admet une solution réelle z, .

b. Factorise p(z)puis résous, dansC, I’équation p(z)=0.

[1. On donne les points A, B etC d’affixes respectivesz, =2,z =4+2ietz. =-2+4i.

Zo—Zp o .
1. a. Calcule le rapport <=2 puis déduis-en la nature du triangle ABC .

B A
b. Détermine I’ensemble ( E ) des points du plan vérifiant|z —4—2i| = |z +2 - 4i|.
2. Soits la similitude directe telle que s(A)= Aets(B)=C.

a. Détermine le rapportk et I’angle 8 des .

b. Déduis-en I’expression de s .
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A.
. e X° +x+1
Soit g la fonction définie parg : x - g (x)=———.
X* + X

1. Détermine I’ensemble de définition D, de g .

2. Résous, sur D, I’inéquation g (x) 0.

, : : . b
3. Détermine trois nombres reelsa, b etc tels que pour toutxe D, : g (x)=a+—+——.

B.

Soit la fonction f définie de IRvers IR par: f :x+> f(x)=x+2+In .
X+

Soit(C)la représentation graphique de f dans le repére(O;T, ]) .

1. Etudie les variations de f .

2. a. Montre que la droite (D)d’équation y = x+ 2 est asymptote a(C).
b. Précise la position de(C ) par rapport a(D).

c. Détermine les coordonnées du point d’intersection de(C)et( D) puis écrit une équation
de la tangente a(C)en ce point.

3. Etudie le comportement de f aux bornes de son ensemble de définition.

4. a. Trace la courbe(C)et la droite(D).

b. Précise les points d’intersection de (C)et de la droite(D") d’équation y = x.

5. Montre que le point A(%lg] est un centre de symétrie de(C).
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CORRIGE: Mathématiques - Série: TSExp - Durée 3 heures - Coef:3

a.

EXEICICE L& e 4 points
2 — —
La fonction 4 : x H#
x —1
Déterminons trois nombres a, b et c tels que :
bx+c
VxeR— {lj, hlx)= 4 4
i}, ) x—=1 x*+x+1
__a bx+c _a(x2+x+1)+(x—l)(bx+c)
h(x) = +— = >
x=1 x+x+1 G- +x+1)
_ (a+b)x2+(a—b+c)x+a—c
=1

Par identification, on a :

a+b=1

a—b+c=-2

a—c=—2
Résolvons dans R? ce systéme.
Meéthode 1 : Pivot de Gauss.

a+b=1 (L))

a—b+c=-2 (Lz)

a—c=—2 (L3)

L1<—L1 atb=1 (Ll) L1<_L1 a+b=1 a=—1
Ly—L,—L,~ 2b—C=3(L2)$L'2(_L'2 =12b—c=3=>\b=2

— ' , , , —3c=-—3 c=1
Ly—L,—L; (bFc=3 (L3) Ly—L,—2L, ¢

-1 2x+1
Donch(x)—x_l+xz_|_x+1
Méthode 2 : substitution
at+b=1 (L1)
a—b+c=-2 (Lz)
a—c=—2 (L3)
(Ll):>a=l—b
Remplagons a par son expression dans (L2) et (L3) ,onaura :
c=2b=-3 (L)
—b—c=-3 (Ly)
(L,)=c=2b-3
Remplagons ¢ par son expression dans (L3 ')
()= —b—c=-3= -b-(2b-3)=-3=-3b=—6=b=2
c=2b—3=4-3=1
a=1-b=1-2=-1
a=—1;b=2;c=1.
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—1 2x+1
Donc 4(x) = —1 + R

b. Déduisons la primitive H de 4 sur J-oo ; 1[ telle que H(— 1) =—1In2
H(x)=—1n|x—1|+ln|x2+x+1|+k;aveckE]R
H(-1)=—Imn2= —In(2) +In(l) + k=—1n2 = k=0
V x€ ]—o0;1[, x—1|=—x+1, car x—1<0 et |x2+x+1|=x2+x+1, car
X +x+1>0
Donc H(x) =-— ln(—x + 1) + ln(x2 +x+ 1)

Soit x un nombre réel, I(x) et J(x) les intégrales définies comme suit :

I(x) J. (cos t)dt et J(x) I (sm t)dt

a.  Calculons I(x) +J(x) et I(x) — J(x)

I(x) +J(x) = IO (cos?t)dt + IO (sin®¢)dt = j: (cosr+sin’t)dt = I:ldt =[t],=x
[(x) + J(x) =X

I(x) —J(x) = .[:(coszt)dt - J.: (sinzt)dt
= J.: (c052t — sin2t)dt = .f:cos(Zt)dt = [%sin(ﬂ) T = %sin(Zx)
I(x) —J(x) = %sin(2x)

b.  Déduisons I(x) et J(x)
I (x) +J (x) =X

1(x) —J(x) = %sin(Zx)

21(x) =x+ %sin(2x) =1I(x) = %x + %sin(2x) et J(x) = %x - %sin(2x).

B X B O G 2 & i 6 points
> >
I. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O su, v).
Résolvons dans C, I'équation : z* — (2 + 6i)z —16+12i=0
A=b>—dac=[— (2 +6))1 —4(1)(= 16 + 121) = — 32 + 24i + 64 — 48i

=32-24i
Déterminons les racines carrées de A = 32 — 24
Méthode 1
Soit 6 un nombre complexe tel que 5° = A
2ab=—24 (1)
S=a+ib;0P=A=>{a’ —b*=32 (2)

az+b2=|A|=/(32)2+(—24)2 =40 (3)
(2)+(B)=2d*=72=d*=36=a=60ua=—6
Poura =6,2ab=—24=12b=—24=b=—2
Pourqg =—6,2ab=—24= —12b=—24=h=2
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0,=6—2i;0,=—6+2isontles racines carrées de A.
—b+0, _ (2+6i)+(6—2i) _2+6i+6—2i _8+4i

1Ty 2(1) N 2 =Ty At

2= ) _ (2+60)+(=6+2) _ 2+46i—6+2i _ 4+8i _ 5,
2a 2(1) 2 2

S=1{—-2+4i;4+2i}

Méthode 2

Soit § un nombre complexe tel que 6> = A =32 — 24i

Im(A)=-24<0 , Re(A) =32

|A| J 62+ (=24)> = J1024+ 576 = 1600 =40

A +Re(A A Re(A 4o+32 _l.j4o—32
,/ w/ 2

6—l 4 =6—2i

0y =—0,=—6+2i

—b+0 _ 2+6i)+(6—2i) _2+6i+6—2i _8+4i
2a 2(1) 2 2

—b+0, (246))—(6—2i)) 2+6i—6+2i —4+8i

z,= = = = =—2+4i

2a 2(1) 2 2
S={- 2+4z4+2w
2. Soit p(z) =2 — (4 + 6i)z" — (12 — 24i)z + 32 — 24i
a. Montrons que I'équation p(z) = 0 admet une solution réelle z,
Posons zy=a ; a €R
pla)=0=a>—(4+6i)a” — (12— 24i)a +32 — 24i=0
=(a* —4a® — 12a +32) + i(— 6a* + 24a —24) =0
Par indentification on a:
a®—4a*>—12a+32=0 (1)
—6a®+24a—24=0  (2)

Q)= —-6a>+24a-24=0=0a>—4a+4=0=(a—2)’=0=a=2

Vérifions (1) poura =2

()=(2)’ -4(2)’ - 12(2) + 32 = 0= 8 — 16 — 24 + 32 = 0 vraie.

Par conséquent z, = 2 est une solution réelle de I'équation p(z) =0
b. Factorisons p(z) puis résolvons dans C, 1'équation p(z) =0

Factorisation :

2 est une racine de p(z), on peut donc la factoriser par z — 2
Méthode 1 : Tableau d'Horner

=442

1 —4—-60 | —12+24i | 3224
2 \J 2 —4—-12i | —32+24i
1 —2—060 —16+12i 0
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II1.

Les points 4, B et C ont respectivement pour affixes z, =2, z, =4+ 2ietz, = —2 + 4i
a. Calculons le rapport ¢ 24 puis déduisons-en, la nature du triangle ABC
ZBT %4
Ze—Z4 _ —2+4i—2 _ —4+4i _ (—4+4i)(2-2i)
Zg—2Z, 4+2i-2 2+2i 8
_ —8+8i+8i+8 _ ,.
= =2i
8
= 2i alors ABC est un triangle rectangle en 4
ZBp T %4
b. Déterminons I'ensemble (E) des points du plan vérifiant :

p(z)=(z-2) 22— (2 +6i)z— 16 + 12i]
Méthode 2 : Division euclidienne

2= (4+6i)" —(12—24i)z+32—24i | 22

—2 427 2= (2+6i)z—16+12
(=2 —6i)z> — (12 — 24i)z
(24 6i)z> — (4 + 12i)z
(= 16+ 12i)z +32 —24i
— (=16 +12i)z—32424i
0 + 0

Alors p(z) = (z — 2)[22 — (2 + 6i)z — 16+ 12i]
Méthode 3 : Les coefficients indéterminés
p(2) =2 = (4 +6i)z" — (12 — 24i)z + 32 — 24i
2 est une racine de p(z) alors p(z) = (z — 2)(22 +bz+ c) oub,c ER
p(z) = (z — 2)(22 + bz + c) =7+ (b — 2)22 + (c — 2b)z —2c
Par identification, on a :
b—2=—4-6i

h=—2—6i
c—2b=—12+24i={ .
) c=—16+12i
—2c=32—24i
p(2)= (=222 = (2 +6i)z— 16+ 12i]
Résolution

p(z)=0=z-2=00uz*—(2+6i)z—16+12i=0
D'aprés1°)ona: S= {2; —2+4i;4+2i}.

|z—4—2i|=|z+2—4i|

Soit M le point d'affixe z=x+1iy ; (x ; y) €R?

Me¢éthode 1 : Géométrique

|z—4—2i|=|z42-4i|=|z—-(@+2)|=]|z- (-2 +4))|
S|zy —z5|=| 2 —zc[@BM=CM

L'ensemble (E) est la médiatrice du segment [ BC]

Méthode 2 : Algébrique

z=x+1iy
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|z—4=2i|=|z+2—di|o|x+iy—4-2i|=|x+iy+2-4i

(=4 + (=2 =+ + (= 4)’
ekE-4+(-2"=G+2’+(—-4)
ox?—8x+16+)" —4y+4=x"+4x+4+)° -8y +16
= -—-8x—4y=4x—-8y=—-12x+4y=0 —-3x+y=0=y=3x.
L'ensemble (E) est la droite d'équation y = 3x.

Soit s la similitude directe telle que S(A) =dets(B)=C

a. Déterminons le rapport k et I'angle 8 de s

k=[5 = 0| =2
ZBT %4
9=Arg( (e ) =Arg(2i) =L rad
Zg—2Zy 2

s est la similitude directe de centre A, de rapport k =2 et d'angle § = %rad

b. Déduisons l'expression de s
Soit s: z'=az+b
Méthode 1
s()=A=z,=2z,=z,=az,+b=2a+b=2 ()
S(B)=C:>ZC=Z’B=azB+b :>(4+2i)a+b=—2+4i (2)
D'apres (1) et (2) ,ona:

2a+b=2 2a+b=2
=
(4+2i)a+b=-2+4 |(=4-2i)a—b=2—14i
. . 4—4i
-2-2 =4—-4i=a=——
( i)a i=a=_——"0-
_ —4+4.1i — 5
2+2i
() =2a+b=2=4i+b=2=b=2—4i
s:z'=2iz+2—4i
Meéthode 2
z'—zAzkeei(z—zA) =z'=2iz—4i+2
s:z'=2iz—4i+?2
Probleéme | e 10 points
> >
Le plan est rapporté au repére orthonormé (0; u, v) d'unité graphique 2cm.
2
A. Soit g la fonction définie par g : x+— g(x) = %
X" +x
Déterminons I'ensemble de définition D, de g.
D,= {x/xE]R;x2+x¢0}
Posons:x2+x=0zx(x+1)=O=x=00ux+1=0
x+1=0=x=-1
7/12
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D,=R—{=1;0}=]-00; —1[U]-1;0[U]0; + oof
Résolvons sur D, I'inéquation g(x) =0
2
x +x+1 >0
x> +x
VXED, X’ +x+1>0;

g(x) >0=

P+x=0=x=—1loux=0
Tableau de signe

x —o0 —1] 0 +o
X +x+1 + +
x24x + - 0 +
g(x) + - +

§=]-o0; —1[UJ0; + oof
Déterminons trois nombres reels a, b et ¢ tels que pour tout x €D, :

_. . b, _c
g()c)—a+x+x_|_l
g(x)=a+ﬁ+ c :ax(x+1)+b(x+l)+cx:ax2+(a+b+c)x+b
x  x+1 x(x+1) X+ x
Par identification, on a :
a=1 a=1
a+b+c=1=9¢c=-1
b=1 b=1

et
doncg()c)—1+)C o

B. Soit la fonction fdéfinie de R vers Rpar: f: x— f(x)=x+2+1n
X

X
+1
> >
(C) sa représentation graphique dans le repére (0 s U, v)
Etudions les variations de f
Ensemble de définition de f

D,= {xx€R, — iO;x+1¢0}=IR{—{—1;O}
x+1

Dérivée de f
‘(=1+L__1 _
F@=1et oL

D'apres le tableau de signe de g(x) de 4.2°),ona:

Vx€l—oo; —1[UI0; + oof, g(x) >0= f '(x) >0 = f eststrictement croissante
Vx€l—1:0[ g(x)<0=> 1 (x) <0 = feststrictement décroissante

Les limites aux bornes de D .
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lim f (x)= lim (x+2+ln 2l
x+

X— — X— — o0

X— + oo xX—+

lim f(x)— lim (x+2+ln

lim f (x)= lim (x+2+1n 2l
x+

x——1" x——1"
lim f (x)= lim (x+2+1n D=+oo
x——17 x——17 x+1
hmf(x)— hm (x+2+1n 1D=—oo
x—0~
hmf(x)—hm x+2+In =— 00
x—07* x—0" X+1
Tableau de variation
X — 0 —1 0 +
S'(x) + - +
+ o + oo + oo
f(x)

2. a. Montrons que la droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote a (C)

La droite (D) d'équation y=x+2 est asymptote
lim [f(x)—y]=0

S (&) =y=nl——

‘:> hm |:f (x) —y]= lim (ln
x+

=0
x+1 D

et hm [f (x)=y]= lim (ln

X— + o

Par conséquent la droite (D ) d'équation y =x + 2 est asymptote a (C) en + o

eten — o
b.  Précisons la position de (C) par rapport a (D)

Signede f(x)—y

Posons : f(x)—y<0=In <0= <1
x+1
Résolution de I'inéquation : <1
x+1
Méthode 1
X l<1i=>-1< <lI.
x+1 x+1
—1< X <1 @—ISMSI s —1<1-
x+1 x+1
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S2:>x+12l:>x2—l,alors:
1 2 2

Vx€D, -1, +°°[=[— ;O[UJO; +oof, f(x)—y<0, alors (C) est

en dessous d_e (D)
Vx€D, N —00;——}=]—00;—1[U}—1;—%} f (x)—y=0, alors (C) est

au dessus d-e (D)

Méthode 2
2 2
L <=2 ) <1P= (2| —-1<0
x+1 x+1 x+1
| | P 0
x+1 x+1 (x+1)

= —2x—1<0car pour toutx €D, (x + 1)2 > 0.
Tableau de signe

x —o -1 ~1/2 0 4o

—2x—1 + + dl) - -

VXx€E]—oo; — I[U}— 1, — %}, £ (x) =y =0, alors (C) est au dessus de (D).

Vx€ [_ % ;O[U]O ; + oo, f(x)—y<0,alors (C) est en dessous de (D).

c.  Déterminons les coordonnées du point d'intersection de (C) et (D) puis
écrivons une équation de la tangente a (C) en ce point

©NO) 7)==/ () ~y=0=| 7 |=0

X
—| % :1:>x:—l
x+1 2
PRI B 1.3
y=x+2==—+2 2dou(C)ﬂ(D) {( 2,2)}
Equation de la tangente au point de coordonnées |— % ; % :
. Y 1 1
O ()3 =30) 7 () = 57 (= H+ 5 )= )
1 1 3 11,3
M 21— _ . — == — —|+= —
f( 2) 3,f( 2) 2=>y 3(x+2) 2=>y 3x
(T):y=—3x

Etudions le comportement de faux bornes de son ensemble de définition
lim f (x)=—o0; lim f (x)=400; lim [f (x)—y]=0;
x—+ o x—+ oo

Alors la droite (D ) d'équation y =x + 2 est asymptote oblique a (C) en — oo eten
+ oo.
10/12
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lim f (x)=+c; lim f (x)=+o;
x——1%

x——=1"

Alors la droite d'équation x = — 1 est asymptote verticale a (C)
lim f (x)=—o00; lim f (x)=—o0

x—0~ x—07"

Alors la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C)
4. a. Tragons la courbe (C) et la droite (D).

| o

3/2

b. Précisons les points d'intersection de (') et de la droite (D’) d'équation y=x
X

©)ND): f(x)=y=x+2+1In =x=Il—>—|=-2
x+1 x+1
X -2
y1 ¢
X
T ==
x+1 X __ -2
x+1
X -2
—e ' x=xe ‘t+e = x=
x+1 l—e_2
-2 -2
c=_¢ p=x= e
1—e? 1—e?
X —e?
=—e¢ '’ x=—xe - ==
x+1 14+e¢ 2
x= _e_z y=x= —6_2
14+e %~ l4+e %’

©)n()= [(1 i; ; 1i_:_2);(1_+ ee__zz ; 1__|_ee__22 )}
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Montrons que le point A(— % ; %) est un centre de symétrie de (C)

Méthode 1
Ala ; b) est un centre de symétrie de (C) & Vx€D,;2a—x€D et

fQa—x)+1(x)=2b

A(— % ; %) est un centre de symétrie de (C) = f(2(— %) — x) +f(x) = 2(%)

(=>f(—1—x)+f(x)=3

f(x)=x+2+ln 2 ‘
X+
—(—1- _—l-x
Fel-x)=(-1-x)+2+n _1_x+1‘
=1—x+In —1=x =1—x+In 1+x =1—x—In|—
—Xx X x+1
N P X X _
f( 1 x)+f(x)—(1 x—In x+1)+(x+2+ln x+1‘) 3

f(=1=x)+f(x)=3dou A(— % ; % est un centre de symétrie de (C)

Méthode 2
A(a ; b) est un centre de symétrie de (C) < Vx€D,;a—x€D,;a+x€D et

f(a—x)+f(a+x)=2b

A —%;% est un centre de symétrie de (C)
1 1 3
@ _—— — —_—— =2— =
Faolae)=f) =
=x+2+In—
flx)=x n‘x+1
1
I I 27t 3 —1-2x
- ——x|=|-7—x|+2+In| ———— == —x+In| ———
f(zx)(zx) N 2 T T T
———x+1
1
- tx
f—l+x (L x)+24m—2 =3 4o ZLEE
2 2 1 2 1+ 2x
——+x+1
2
1 1 3 —1—-2x 3 —1+2x
———x|+fl-=+x|=2 —x+In| —— |+ = +x+In| ——=
f(zx)f(zx)zxn1—2x 2 TN T o
—340n —1-2x|[—-1+2x
1 —2x 1+ 2x
=3+Inl1=3

—341n 14+ 2x —142x
—142x 1+ 2x
1

f(_ % —x) +f (_ B +x) =3d'ou A(— % ; %) est un centre de symétrie de (C)
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