Bac. Session de Juin 1997 T.SCEXxp

EXEICICE L.o. it e e e (5 points)
On considére la fonction £ définie de R vers R par : f(x) = (x2 — 1)e 3%,

Trouve trois nombres réels a ; b et c tels que la fonction F de R vers R définie par :

F(x) = (ax? + bx + c)e ™3 soit une primitive de f dans R.

EXBICICE 2. .ttt e et e e e e e (5 points)
Soit I'application f: [0; +o[ - R
x2
x2+1

1) Trouve I’intervalle J tel que J = f([0; +oo[)

2) Montre que f est une bijection de [0; +oo[ sur J.

3) Représente graphiquement la courbe (Cf) de la fonction f et celle de sa bijection
réciproque (Cf—l) dans le méme repére orthonormé.

(On ne demande pas d expliciter I application reciproque f~.)

ProbIEME. ... (10 points)
Partie A :
Soit la fonction g définie sur ] 0; +oo[ parg(x) = —x*+1- Inx
1) Dresse le tableau de variation de g.
2) Calcule g(1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B :
Inx

Soit la fonction f définie sur ] 0; 4oo[ par f(x) = — %x +14+ et (C) sa courbe dans le
repére orthonormé (o; 7; j) (unité graphique 2 cm )

1) Dresse le tableau de variation de f.

2) Démontre que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions a et avec (a < f8)

3) a) Montre que la droite ( A) d'équation y = — %x +1 est asymptote a la courbe (C) de f.
b) Etudie le signe de f(x) — (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).
4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.
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Correction Bac 1997 T.SCEXxp

EXEICICE L.o. it e e e (5 points)
On considére la fonction £ définie de R vers R par : f(x) = (x2 — 1)e 3%,

Trouvons trois nombres réels a ; b et c tels que la fonction F de R vers R définie par :

F(x) = (ax? + bx + c)e~3* soit une primitive de f dans R.

F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x).
Avec F'(x) = [-3ax? + (2a — 3b)x + b — 3c]e™3*.
F'(x) = f(x) ©® [-3ax? + (2a —3b)x + b — 3cle ™ 3* = (x? — 1)e™3*

1

a =
—3a=1 { 3
2

<:>—3ax2+(2a—3b)x+b—3c=x2—1<i>{2a—3b=O<i> b=—5
b—3c=-1 7
=%
5 1 - 2 7 —3x 7
Dol F(x) = (—Ex — ;x+;) e
(=Y (o] o=, (5 points)
Soit I’application f: [0; +oo[ » R
2
X
x = x2+1
1) Trouvons I’intervalle J tel que J = f([0; +oo[)
x2 _ ’ _ 2x _ i ’
Onaf(x)=x2+1 —>f(x)—m =>Vx € [0, +00[, f(x)>0

Alorsvx € [0; +oo[, f eststrictement croissante de [0; +oo[ vers I’intervalle :
J=f(0; +oo[) .Avec f(0) =0 et limf(x)=1
X — 4o

=>] = f([0; +oo[) = [0; 1

2) Montrons que f est une bijection de [0; +oo[ sur /.
f étant strictement croissante sur [0; +oo[, alors elle réalise une bijection de [0; +oo[ vers /.

3) Représentons graphiquement la courbe (Cf) de la fonction f et celle de sa bijection
réciproque (Cf—l) de £~ ,dans le méme repére orthonormé.
Pour la construction (C;) et (C;-1), se référer au théoréme suivant :

Théoreme :
La courbe représentative d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont symétrique par
rapport a la premiére bissectrice A d’équation y = x.

e ——
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ProbIEME. ... (10 points)

Partie A :
Soit la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) = —x?> + 1— Inx
1) Dressons le tableau de variation de g.
limg(x) =lim—x*+1-Inx=—(0)2+1— (—) = o
x—0 x—0
limg(x) =lim —x*+1- Inx = —(4+0)? + 1 — (+®) = —00 — 00 = —00
X — 400 X — +o0o
2 s 1 1
gx)= —x*+1-lnx=>g (x) =—-2x — -= —(2x+ ;).
Alors Vx €]10; +oo[ g (x) < 0. D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0
g'x)

1
g(x) \D\

2) Calculons g (1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
gx)= —x*+1-lnx =>g(1) =0

Alors d’apreés le tableau de variation de g, ona:

Vx€]0; 1] glx) >0et Vx€]1; +oof g(x) <0

Partie B :
Soit la fonction f définie sur ] 0; 4oo[ par f(x) = — %x +1+ l;—z et ( C) sa courbe dans

le repére orthonormé (o; 7; 7) ( unité graphique 2 cm )
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1) Dressons le tableau de variation de f.

1 Inx

f(X) = —EX +1+§
limf(x)zlim—%x +1+l;1—j =—%(0)+1+%(—00):—oo
x—-0 x—=0
limf(x)zlim—%x + 1+ l;l—j =—%(+oo)+1+%(0)=—oo
X — 400 X — +oo

_ 1 nx _ ’ _ 1 1—inx _ —x2+1—Inx _ 9
fe) = 2% t1+ 2x =>f'(x) = 2 T e T 2x2 T 2x?

Vx €]0; +oo[ ,2x2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’aprés Partie A 2),ona:
vx€]0; 1 glx) >0=> vxe]0; 1] f'(x) >0

et
Vx€]l; +of gx) <0=>Vx€]1l; 4o f'(x) <0

x
f'e) + -

2 T \0\;

—o0 ' —o0

0 a B 40

m—ale

N | =

2) Démontre que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions @ et avec (a < )

D’apreés le tableau de variation de f, vx € 1 0; 1[ f est définie, continue et strictement

croissante de I’intervalle ]10; 1[ vers]—oo; %[

Alors I'équation f(x) = 0 admet une premiére solution «
De méme,Vx € | 1; +oo[ f est définie, continue et strictement décroissante de I’intervalle

11; +oo[ vers ]—oo; %[.Alors I'équation f(x) = 0 admet une deuxiéme solution B

3) a) Montrons que la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f.

La droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f si et seulement si
limf(x)—y=0
X > +oo

Inx

)—(—%x+1)=lim—%x+1+;+%x—l

Inx

2x.

limf(x)—yzlim(—%x+1+

X > +oo X - +oo X — +oo
= lim™ = m i =1 =0
2x 2 x 2
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X — +o0o X = +00
D’ou la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f

b) Etudions le signe de f(x) — (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).
L’étude du signe de f(x) — (— %x +1 ) nous permet d’en déduis que :
- Vx€e]0; 1[; (C)est endessous de la droite (A)

- Vx€]1l; +oo[; (C)est audessus de la droite (A)

4) Tragons (C) et (A) dans le méme repere.
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