Ministere de I'Education Nationale République du Mali

Centre National des Examens et Concours de I’Education Un Peuple-Un But-Une Foi

EXAMEN : Baccalauréat Général BAC 2021

Série: Terminale Sciences Exactes (TSE) et SESSION : Aolit 2021

Sciences et Technologie Industrielle (STI)

Epreuve: Mathématiques Durée: 4 heures Coefficient: 4
Exercice 1 : 6pts

Soit la fonction polyndéme p de I’ensemble C, des nombres complexes, dans C définie pour tout nombre complexe z
par:p(z) = z3 — (7 + 9i)z? + (=14 + 39i)z + 50.

1) Démontre que la fonction polyndme p admet une racine imaginaire pure noté z,.  1,5pt

2) Résous, dans C, I’équation p(z) = 0. On note z; et z, les solutions non imaginaire pures avec

Re(z;) < Re(z,). 2,5pt

3) Dans le plan complexe muni du repere orthonormé direct (0 ; u ; ¥ ), on désigne par A, B et C les points
d’affixe respectives zy, z; et z,.

a) Détermine I’affixe z; du point G barycentre du systeme {(4, 1) ; (B,—1) ; (C, 1)} puis écris z; sous la forme
exponentielle.  0,5pt

b) Détermine puis construis I’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA*> — MB? + MC? = 4. 1pt

c) Quelle est la nature du quadrilatére ABCG?  0,5pt

Exercice 2 : 5pts

A) On désigne par x un entier naturel supérieur ou égal a 5.

Soient les entiers naturels N et N’ que s’écrivent respectivement 100x et x001 dans le systéme de base x + 1.
1) Ecris N et N'dans le systéme de base x.  1pt

2) Ecrire N + N' dans le systéme de base x + 1. Déduis-en que N + N’ est un multiplede x + 1.  1pt

3) Donne, dans le systeme de base x, le quotient g de la division euclidienne de N + N’ par x + 1.  0,5pt

—x
4) Montre qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que ab X aaa’ = qg 1pt
B) Détermine tous les couples (a ; B) d’entiers naturels non nuls vérifiant :

PGCD(a ; B)+PPCM(a; B)=B+9  15pt

Probléme : 9pts

Partie A

Soit la fonction g de R vers R définiepar: g:x — g(x) =x — 1 —xInx.

1) Détermine I’ensemble de définition D, de g puis calcule les limites de g aux bornes de D,.  1pt
2) g’ désigne la fonction dérivée de la fonction g.

a) Détermine puis étudie le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.  0,5pt

b) Etudie les variations de g puis dresse son tableau de variations.  1pt

c) Déduis-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x.  0,5pt
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Partie B

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; I ; J) d’unité graphique :2 cm. (C) désigne la représentation
graphique de la fonction f de R vers R définie par :

fix— flx)=|x*—=1+In|lx—1],six <0 et f:x+— f(x) :,ICHT);' si x > 0.

1) Dy désigne I’ensemble de définition de la fonction f.

a) Détermine D;.  0,25pt

b) Calcule les limites de f aux bornes de Dy, 1pt

2. Etudede fen—1:

a) Etudie la continuité et la dérivabilité de f en —1.  0,75pt

b) Donne une interprétation graphique des résultats obtenus.  0,25pt
3) Détermination de la fonction dérivée, notée f’, de la fonction  0,5pt
a) Calcule f'(x) pour x < 0. 0,5pt

b) Montre que: Vx € Dy N RS, f'(x) = 9c(i(+1))2' Donne le sens de variation de f puis dresse son tableau de

variations.  1pt

4) Construction de la représentation graphique de f :

a) Précise les branches infinies de (C).  0,25pt

b) Trace (C). 0,25pt

Partie C :

1) Montre que la fonction H : x — —x + (x — 1) In|x — 1| est une primitive sur ] — oo ; 1[ de la fonction
h:xw—Inlx—1|. 0,75pt

—-1<x<0

0<y<f(x) OOPt

2) Calcule I’aire A, en cm , de la partie du plan définie par : {
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Proposition de correction : Session d’aoiit 2021 ( TSE-STI )

Exercice 1 :

6pts

Soit la fonction polyndéme p de I’ensemble C, des nombres complexes, dans C définie pour tout nombre complexe z

par:p(z) = z3 — (7 + 9i)z? + (=14 + 39i)z + 50.
1) Démontrons que la fonction polyndme p admet une racine imaginaire pure noté z.
Soit bi cette solution :
p(zy) =0 = zy3 — (7 +9i)zy% + (—14 + 39i)z, + 50 = 0
& (bi)? — (7 +90) (bi)* + (—14 + 39)bi + 50 = 0
& —b3i+ 7b? + 9b?i — 14bi — 39b + 50 = 0
& (7b% —39b + 50) + (—b3 + 9b%2 — 14b)i = 0

7b2 =39 +50=0 (1)
—b3+9p2—-14b=0 (2)

(1) : 7b> =39 +50=0
A= (—39)%2 — 4(7)(50) = 121 = 112

b1:391—411:§:2 et b1:391:11:§
b = 2 Vérifie I’équation (2). En effet : —(2)3 +9(2)2 — 14(2) = 0
:8+36—-24=0
:0=0 wvraie
D’ou, la fonction polyndome p admet une racine imaginaire pure z, = 2i. 1,5pt

2) Résolvons, dans C, I’équation p(z) = 0. On note z; et z; les solutions non imaginaire pures avec
Re(z,) < Re(z,).

p(2i) = 0. Alors il existe trois complexes a, b et c tels que p(z) = (z — 2i)(az? + bz + ¢)

En utilisant la méthode d’Horner, on a :

1 —7—-9i | =14+ 39i 50
2i 20 —14i + 14 —50
1 -7 =7 25i 0

Alors : p(x) = (z — 2i)(z? — (7 + 7i)z + 25i)
p(2) =0 (z—20)(EZ* - (7+70)z+25i) =0
©z-2i=0 ou z2—(7+7)z+25i=0
x z—20=0 & z=2i
x z2—(7+70)z+25i=0
A= [=(7 + 7] — 4(1)(250)
=49 + 98i — 48 — 100i

=—2i
Déterminons u = x + yi tel que : u®> = A
x?+y*=|Al ¥*+y:=2 (1)
2 2 2 .2
¥ —y?=Re(d) &) x"=y*=0 () 74+7i-1+0 _ 6+8i .
2xy = Im(A) 2xy =—-2 (3 Z=— —=— =3+4
D+Q):2x*=2eox*=1<x=1ou x = —1. 7, = 7+7i2+1'i = 8;6i =4 +3i
Pourx =1,ona:dans(3):y=-1 © uyy=1-1i
Pourx =—1,ona:dans(3):y=1 © u,=-1+1i
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Alors, les complexe u; =1—1i et u, = —1+ i sont les racines carrées de A.
Dou zy=2i ; zy =3+4i et z; =4+ 3i sont les solutions de I’équation p(z) = 0. 2,5pt
3) Dans le plan complexe muni du repére orthonormé direct (0 ; u ; ¥ ), on désigne par A, B et C les points
d’affixe respectives zy, z; et z,.
a) Déterminons I’affixe z; du point G barycentre du systeme {(4, 1) ; (B,—1); (C, 1)}
G =Bary{(4, 1) ; (B,-1); (C, 1)} = GA—-GB+GC =0
GA—GB+GC =0 (Fixons A)
GA—(GA+AB)+(GA+AC)=0
GA—AB+AC=0
AG = —AB + AC  z; — 2y = —(z1 — 20) + (22 — 2p)
S Zg—Zg =2y — 71
S Zg =2 —Z1 + Zg
Sz =4+ 30) — (3 +4i)+2i
&2z =4+3i—3—4i +2i
Szg=1+4+1
D’ou, I’affixe du point G barycentre du systeme {(4, 1) ; (B,—1) ; (C, 1)}est z;=1+1. 0,25pt

Ecris z; sous la forme exponentielle.

V2
cosf = — -
lzgl =V2 ; arg(z;) = 2 o arg(zg) =0=-
. V2 4
sinf = —
2
Alors, la forme exponentielle est zg; = V2 e 0,25pt

b) Déterminons puis construis I’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA*> — MB? + MC? = 4.
Ya; # 0. Alors il existe G = bary {(4, 1) ; (B,—1) ; (C, 1)}tel que :GA—GB+GC=0
MA? — MB? + MC? = 4 & (MG + GA)” — (MG + GB) + (MG + GC) =4
& MG? +2MG.GA + GA? — MG% — 2MG.GB — GB + MG? + 2MG.GC + GC? = 4
:»MGZ+2W<ﬁ—ﬁ+ﬁ>+cA2—GBZ+GCZ =4
0
& MG? =4 —(GA? — GB? + GC?)
Par ailleurs :
2
GA?2 = |z4—z;12 = 2i—1—i]2=|-1+4i]? =12+ (1)? =2
2
GB? =|zg—z;|?=13+4i—1-i|?=12+3i]?=/(2)2 + (3)2 =13
2
GC?=|zo—zg|2=14+3i—1—i]2 = [3+2i]2 = /(3)%2 + (2)°
Donc :
MG? =4 — (GA?> — GB? + GC?)

=4—-(2-13+13)
MG?2 =2 MG =2

13
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L’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA*> — MB? + MC? = 4, est le cercle de centre G(1 ; 1) et de
rayon r = /2. 0,5pt

Construction :

+

_1 e
c) Quelle est la nature du quadrilatére ABCG ?
AB =25 —2,=3+4i—2i=3+2i

= & 4B = GC & t5(6) = C.

GC=2zc—2;=4+3i—1—-i=3+2i

Alors le quadrilatére ABCG est un parallélogramme 0,5pt

Exercice 2 : 5pts

A) On désigne par x un entier naturel supérieur ou égal a 5.

Soient les entiers naturels N et N’ que s’écrivent respectivement 100x et x001 dans le systéme de base x + 1.
1) Ecrivons N et N’ dans le systeme de base x.

N =T100x  =1x(x+13+xx+1)° N = %001 = x(x + 1)3 + 1(x + 1)°
=x3+3x2+3x+1+x =x(x3+3x2+3x+1)+1
=x34+3x*+4x+1 =x*+3x3+3x*+x+1
= 1341 = 13311

D'ou, N = 1341 0,5pt D'ol, N’ = 13311 0,5pt
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2) Ecrivons N + N’ dans le systeme de base x + 1.
N+N =[1x(x+1)3+x(x+ 1D+ [x(x+ 1)+ 1(x + 1)°]
=+ D31+ x]+(x+1D°x +1]
=(x+D*+(x+1)
N +N =710010 0,5pt
Déduisons-en que N + N’ est un multiple de x + 1.
N+N =(x+D*+x+D=C+D[x+1D3>+1] =+ 1> +3x2+3x+2)
N+N =KX (x+1) avec k =x3+3x*+3x+2 et k€ N.Alors N+ N'estun multiple de x + 1. 0,5pt
3) Donnons, dans le systeme de base x, le quotient g de la division euclidienne de N + N’ par x + 1.

N+N' =KG+1) o =k=x3+3x2+3x+2=1332
D’ou, le quotient de la division euclidienne de N + N' par x + 1 est: q = 1332 ) 0,5pt

—_—X
4) Montrons qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que ab X aaa = q

Exxmx=q<=>(ax+b)(ax2 +ax+a)=gq
& a’x® +a?x? + a’x + abx? + abx + ab = q
s a’x® + (a? +ab)x? + (a®> +ab)x +ab = x3 + 3x%> + 3x + 2
Par identification :
a’*=1
a*+ab=3 {
ab =2
Alors existe deux entiers naturels a = 1 et b = 2 telsque ab x @aaa’ = q ou12 x 111 =1332  1pt
B) Déterminons tous les couples (a ; B) d’entiers naturels non nuls vérifiant :
PGCD(ax ; B) + PPCM(a ; B)=B+9 (1)
Posons : PGCD(a ; B) =d et PPCM(a ; B)=m
Ona:mxd=axpB (2
PGCD(a ; B) = d.Alors, il existe deux entiers a’ et B’ premiers entre eux (a’ A B’ = 1) tels que :
a=a'det p=p'd
Dans(2):m:6r:—ﬁ:%wza’xﬁ’xd
Dans(l):d+m=B+9=d+a' xp' xd=p'd+9
ed+a' xB' ' xd—-p'd=9
Sdl+a xp —p)=9
sdll+@ -1DB1=9

‘:’{1+(a'—1)ﬁ'=9 ou {1+(a’—1)[)”:1 ou {1+(a’—1),[>”=3
d=1

*Pour Sy : {1+(a’—1)ﬁ’:9
1+(@ -1 ' =9= (@ —1)p' =8
{a’—1=8 {a’—1=1 {a’—1:2 {a’—1=4
= 0 o ou

a=1
ab=2<b=2

ﬁ,:]. ﬂlzz 3124 3122
(:){al:g u {a’=2 arejetter ou {a’=3 ou {a’=5
pr=1°"1p=2" pr=4"1p =2

Sip:(a@; B)={9;1) ; B;4 ; G;2=@; p)={9;1) ; GB;4 ; G;2)}

d=9
*Pour S, : {1+(a’—1)[3’ -1

1+@-Df =1 @ -1 =0=a" —1=0 Car $£0 (B’ #0)
sSa =1

S;: (@ B)={Q; ple(a; B)={09; 9IB)}
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d=3
*Pour 8 : {1+(a’—1)ﬁ’=3
14+ (@' -1 =3 (@' —1)p' =2

{a”—1=1 {a”—1=2
= ou

B'=2 g'=1
@{a’zZou {a’=3
ﬁ’:z ﬁ’:l
S3: (a'; B)={B; Di}=(a; B)={09; 3)}
S=5US,us;={9;1) ; B;4 ; (G;2); 9;9 ; (9;3)}PEN 1,5pt
Probléme : Opts

Partie A :

Soit la fonction g de R vers R définiepar: g:x — g(x) =x —1 —xInx.

1) Déterminons I’ensemble de définition D, de g puis calculons les limites de g aux bornes de D,.
- Domaine :

D, =10 ; +oof 1,5pt

- Limites

lim gx)=0-1-0=-1 < limg(kx)=-1 0,25pt

x—-0% x-0+

lim g(x) =400 —1—o00 FI

X—+00

1
lim g(x) = xl_i)rIl(D [x(l 2 In x] =+4+0(1-0—0)=-0 & xEng(x) = —0 0,25pt

X—+00

2) g’ désigne la fonction dérivée de la fonction g.
a) Déterminons puis étudions le signe de g’(x) suivant les valeurs de x.

- Dérivée
Vx€]0; 4o ; g'(x) = 1—(lnx+§.x) =1-Ilnx—1=—-Inx
Vx€]0; +of; g'(x)=-Inx 0,25pt

- Signe de g'(x) :

Inx<0sur ]0; 1] —Inx =0 sur ]0; 1]

Inx >0 sur [1; +oo] © —Inx <0 sur[l; +oof

vxelo; 1]; gx) =0

Vx€eE[l; +o[; g'(x) <0 0,25pt

vxe{l}; gx) =0

b) Etudions les variations de g puis dresse son tableau de variations.

- Sens de variation :

Vx€]0; 1] ; g'(x) = 0.Alors g est croissante sur I’intervalle |0 ; 1].
Vx€|[l; 4+ ; g'(x)<0.Alors g est décroissante sur ’intervalle [1 ; +ool. 0,5pt
vxe{1}; g'(x)=0.Alors g est constante sur I’ensemble {1}.

Tableau de variation :

X ‘ 0 1 +o00
g'(x) + Q -
(0) g() =0 0,5pt
9 / \
i o

c) Déduisons-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
D’aprés le tableau de variation ci-dessus :

Vx€]0; +o[; gk <0. 0,5pt

Partie B :
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Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; [ ; J) d’unité graphique :2 cm. (C) désigne la représentation graphique de la
fonction f de R vers R définie par :

fix—o fx)=|x*=1+In|lx—1],six<0 et f:x+— f(x) =)1%, si x> 0.
1) Dy désigne I’ensemble de définition de la fonction f.
a) Détermine Dy.

|x2 — 1| + In|x — 1], si x € ]—00 ; 0]

f(x)={ g,sixe]0;+oo[

Df=]-00; 0]JU]O ; +oo[ — {1} =]-00 ; 1[U]1 ; +oo[ 0,25pt

b) Calculons les limites de f aux bornes de Dy,

xl_i)r_noof(x) = xl_i)rzloo[lxz —1]+Injx—1]] =40 + 0 = +0 < Jrl_i)r_noof(x) = +o0 0,25pt
lim f(x)= lim (lnx)= lim (m—xx ad )=0x1=0 o lim fX)=0  0,25pt
X—+00 x>+ \x — 1 x>+ \ X x—1 x—+00

lim, f£(x) = lim ( nx ) O e o limf@ =+ 0,25pt

x—>0t \x — 1 -1 x-0*

y _ In x _ 1 1 1 Inx 1
lim e = im (F25) =1 et Jim f00 = lim (727) =

lim f(x) = lim f(x) = 1. 0,25pt
x—>1" x—17F

2. Etude de f en —1
a) Etudions la continuité et la dérivabilité de f en —1.

- Continuité de f en —1:
Sur ]—o ; 0], écrivons f sans le symbole de la valeur absolue :

X*—-1=0=x=1oux=-1

x —oo -1
21 + O - ///////////////////////7////////7//////%
% — 1] -1 —+1 |

Sur |- ; —1[; f(x) =x*—1+1In|x —1]|
Sur 1-1; 0]; f(x) =x>—-1+In|x—1]|

liml_f(x) = lirri_(x2 —1+Inlx—1)=1-1+1In|-2| =1In2
x—— x——

liml+f(x) = lirriJr(—x2 +1+Injx—1)=-1+1+1In|-2|=1In2
x—— x——

linll_ flx) = lin11+ f(x). Alors f est continue en — 1. 0,25pt
xX—>— P
- Dérivabilité de f en —1:

x) —f(—1 x> =14+In|lx—1-1n2 In|]x — 1| —In2
lim f—( )~ )= lim < | | >: lim ((x—1)+—I | )
x—--1t x--1t x+1

x>—1" x+1 x+1
T _ . In|x—1|-In 2
B xl—}r—ri’f(x 1) + xl}g’f ( )

x+1

=(-1-D+p'(-1) ol p() =llx~1| et p'(x) =

_ o, _1__5
2 2
x)—f(-1 5
lim M = ——.Alors f dérivable a droite de — 1
e x+1 2
x) —f(—1 —x?+1+Inlx—1-1In2 In|]x — 1] —In2
lim f—( )~ f( )= lim | | = lim (—-(x-— 1)+—I |
x->-1% x+1 x—>-1" x+1 x->-1" x+1
1 _ . In|x—1|-In2
- xl—1>13}—( X+ 1) + xkl—l}— ( x+1 )
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=(-(-D+D+p'(-1) ou p(x) =Inlx—1| et p'(x):ﬁ

—2_1_3
2 2
F&) ~f=1) _ S
Jim, 1 =3 .Alors f dérivable a gauche de — 1
X 1 x)—f(—1
lim M lim M.Alors f n'est pas dérivable en — 1. 0,5pt
x—>—1" x+1 x—>—1+ x+1
b) Donnons une interprétation graphique des résultats obtenus.
X 1 x)—f(—-1
lim M lim M Alors (C)admet deux demi tangentes obliques en — 1.
x—>—1" x+1 x—>—1+ x+1

d'équation (Ty) : y = ;(x +1)+1In2 et (Tg) Py = —;(x +1)+1In2 0,25pt

Autrement dit, le point d’abscisse x, = —1 est un point anguleux.
3) Détermination de la fonction dérivée, notée f’, de la fonction

a) Calculons f'(x) pour x < 0.

' _ 1 2x*-2x+1
Vx€l]-o; —-1[; f'(x) = 2+ — =
/ _ 1 —2x%42x+1
vxel-1; 0[; f'(x) = 2+ — =

2_

f) =222 sixel-o; 1]
Pourx <0 Cp?azeed 0,5pt

f) === sioxe]-1; 0]

. * 1 _ gk
b) Montrons que: V x € D NRY, f'(x) = ool
1 1
. . __Inx ' _ Z-D-Inx  1—-Inx  x_1-xinx _ g(x)
Vx € Df NR: f(x) T x-1 <:>f (X) T (-2 T (x-1)2 T x(x-1)2  x(x—1)2
9N * 1 _ 9

D’ou, pour tout x € D N R} f'(x) = i 0,5pt

- Donnons le sens de variation de f puis dressons son tableau de variations.

( Vxel-o; —1[; fi'(x) = sz;;zfﬂ
Posons : 4 Vx€E]- o[ ; f2'(x) = R
IKVxeDfnRi =10; 1[U]1; 4oo[ ; f3 (x) x(i(xf)z
* Vx€l—oo; —1[; fi'(x )—Zxxzfﬂ

Posons: 2x* —2x+1=10 : x—1=0=x=1¢]-1; 0[
A=1-21)=-1<0

x —0o0 -1 +oo

w2kl |+ ///////////////////////////%
X1 - .0
£ - 4 =

« VXE]—l . 0[ ;fz,(x) — —2x%+2x+1

Posons: —2x2+2x+1=0etx—1=0

x-1

—2x242x+1=0 x—1=0e=x=1
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B =

Vx€DfNRY = ]O ; U1 ; +oof ;x(x — 1)2 > 0.Le signe de f' dépend de celui de g(x).
D’aprés partie A)c) ;V x €]0 ; +oo[ ; g(x) <0.
X 0 1 400
f3'(x) - -
- Tableau de signe de £ :

X —00 -1

@) - O - - -

- Sens de variation :

f'(x) <0sur ]—o ; —1[U

1 ; O]U]O; 1[U]1 ; +oof, alors:

f est décroissante sur|—o ; —1[ U [1_2—‘/§ : 0] uljo; 1[U]1 ; 4oof.

f'(x) = 0sur ] 1; %] alors : 0.25pt
. V3
f est croissante sur ]—1 ; T]
- Tableau de variation :
x —00 -1 i 0 1 +oo
1 3
£/ S+ Q - - -
1,18) +00 1
\ / \ \ 0,25pt
1 1 0
f(-1)=In2 et f =1,18
4) Construction de la représentation graphique de f :
a) Précisons les branches infinies de (C).
lim f(x) = +0o.1ly apossibilité d'asymptoteoblique
flx )_ x*=1+Inlx-1]\ _ . 1 In|x-1| .
Jim P = i (SR = i (- 2+ ) =
lim & = —o0. Alors la courbe (C)admet une branche parabolique de direction 0,25pt

X—— 00 X
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lim f(x) = 0.alors la courbe (C) admet une asymptote horizontale d' équationy = 0

X—>+00

lil(};r f(x) = +o0. alors la courbe (C) admet une asymptote verticale d'équation x = 0
x—

b) Trace (C).

L 3

Partie C :
1) Montrons que la fonction H : x — —x + (x — 1) In|x — 1] est une primitive sur ] — o ; 1[ de la fonction

h:x+— In|x—1|.
zr@):—1+pmx—n+;%x(x—n]=—1+mu—1y+1:mu—1|

H'(x) =In|x — 1| = h(x). Alors H est une primitive de h. 0,75pt

2) Calcule Iaire A de Ia partie du plan définie par : {1 =¥ =
) Caleule 'aire A, en cm., de la partie du plan définie par : 1o _ '_ ¢
0
A= [ f(x)dx.ua
vxe[-1; 0]; f(x) =—x?>+1+In|x—1|
f_olf(x) dx = f_ol(—x2 +1+Injx—1])dx = f_ol(—x2 + 1)dx+f_011n|x— 1] dx
0
= [—§x3 +x] ) +[—x + (x — D In|x — 1]1°,
1
=-((-1)-(1-2m2)

1

=—-+2In2
3
0 6In2-1
Jo fe)dx = .
0 _ 6ln2-1 2 24In2-4
A= [ f(x)dx.ua= X4 cm? =— Valeur exacte 0,5pt

A = 4,21 cm? Valeur approchée de A a 10~2 pres.
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