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Exercice 1 : 5 points (Uniquement pour les candidats de C)

1. a) Résoudre dans Z x Z , I'équation (E) : 13x -84y =7 1,5 pt
= Cherchons une solution particuliére (X,, Yo) de (E).

Par l'algorithme d’Euclide, ona : 84 = 13 X 6 +6
13=6X2+1

alors, 1=13-6X2
=13 - 2(84 - 13 X6)
=13 -2X84 + 12X 13
1=13X13-2X84
en multipliant cette derniére égalité par 7, on obtient : 7 = (13 X7) X 13 - (2 X7) X 84

soit 7=13X91-84X 14

Remarque : on peut remarquer tout de
suite, sans passer par l'algorithme

D’ou (Xo, yo) = (9]_,]_4) i d’Euc_Iide, que Ie_‘couple (8, 1) est une
solution particuliere de (E)

= Résolution de (E)

Ona: { 13 x 911—3X84 341y4_=77

alors, 13(x-91)-84(y-14)=0 (on a fait une soustraction membre & membre)
13(x-91)=84(y-14)

Donc 84 divise 13 (x - 91)

Or 13 et 84 sont premiers entre eux donc 84 divise (x — 91)

Il existe un entierk e Z telque x-91 = 84k
Soit x = 84k+ 91

Baccalauréat C et E 2005 / Corrigé Page 1/ 15
www.edumathcamer.net




www.edumathcamer.net ”
Prépas Bac

Annales Baccalauréat

)

Baccalauréat C et E 2005

. ) _13(x-91) _ 13(84k) _
Et par suite, y-14 = 84 = 84 = 13k

alors, y=13k+14; ke Z

Conclusion : S = {(x,y) = (84k+ 91, 13k + 14), ke Z }

b) Montrer que pour tout couple solution (a ; b) de (E), on a:
pgcd (a; b) =1 ou pgcd (a; b) =7 2 pts

1°"* méthode

Soit (a ; b) un couple de solution de (E)

D'apres 1.a),ona(a, b) = (84k + 91, 13k + 14) ; ke Z
84k + 91 = 6X (13k + 14) + 6k + 7

13k +14 =2 x (6k +7) + k

6k +7 =6Xk+7.

il vien que pgcd (a,b) = pgcd ( 84k + 91, 13k + 14)
pgcd (13k + 14, 6k + 7)

pgcd (6k + 7, k)

pgcd (k, 7).

Or 7 est un nombre premier.

Alors, Pgcd(k,7)=7sikesZ ou pgcd(k,7)=1si kg ,Z

Conclusion : pour tout couple solution (a ; b) de (E), on a:
pgcd (a; b)=1 ou pgcd(a; b) =7

2°m¢ méthode :

Soient a, b deux entiers relatifs

(a,b) solution de (E) < 13a - 84b =7.

Donc 7 est une combinaison linéaire de a et b par conséquent, 7 est un multiple du pgcd (a,b)

(En effet, I'ensemble des combinaisons linéaires de a et b est I'ensemble des multiples de leur pgcd)
Or 7 est premier.
Donc pgcd (a,b) = 1 ou pgcd (a,b) = 7.

2. Déterminer les solutions (a ; b) de (E) telles que a et b soient premiers entre eux 0,75 pt
On utilise la 1°" méthode pour conclure que :

Les solutions (a,b) de E telles que a et b soient premiers entre eux ( pgcd (a,b) = 1)
sont les couples (84k +91, 13k + 14) ou k ¢ ;Z

Baccalauréat C et E 2005 / Corrigé Page 2 / 15
www.edumathcamer.net




Annales Baccalauréat

www.edumathcamer.net I:[ ” J:l
Prépas Bac
Baccalauréat C et E 2005

3. Déterminer les solutions (a ; b) de (E) telles que : pgcd (a ; b) =7 0,75 pt
De méme qu’a la question précédente :
Les solutions (a,b) de E telles que pgcd (a,b) = 7
sont les couples (84k +91, 13k + 14) ou k € ;Z

Exercice 1 : 5 points (Uniquement pour les candidats de E)
Soit f, 1, la fonction définie sur IR par f,,(x) = asinx + bsin®x , ol a et b désignent deux réels

1. Calculer f’;p(x) et f"ap(x). f'ap et f",, désignent respectivement la dérivée
premiere et la dérivée seconde de f, 1,5 pt
= f'p (x) = (asinx)’ + (bsin®x)’ = acosx + 3bcosxsin®x = cosx (a + 3bsin’x)

= e ()= (Flap) (%)

(cosx)’ (a + 3bsinx) + cosx (a + 3bsin®x)’

Remarque : La
question ne précise
pas jusqu’ou on doit

-sinx (a + 3bsin?x) + cosx(6bcosxsinx)

= -asinx — 3bsin3x + 6bCOSZSin2X réduire les calculs
. . . . On peut donc gagner
= -asinx - 3bsin3x + 6b(1 - sin®x)sin%x en temps (et Souffrir
. .3 . 3 plus tard ?) en
= -asinx - 3bsin®x + 6b sinx — 6bsin’x s'arrétant a la 1

étape du calcul

(6b - a)sinx — 9bsin3x

Conclusion : pour tout reel x, f’,, (x) = cosx (a + 3bsin2x) et f",p (x) =(6b - a)sinx - 9bsin3x

2. Déduire les primitives de f,, sur IR 1 pt
Soit F,, une primitive de f,p sur IR
fap(X) = asinx + bsin’x

d’aprés la question précédente, on a : bsin®x = - % [f "ap (X) = 6bsinx + asinx]

alors, f,p(x) = asinx - % [f "ap (x) = 6bsinx + asinx]

Il vient alors que :  Fap(X) = -a cosx - % [f 'ap (X) + 6bcosx - a cosx]

Fab(X) = -a cosx -% [cosx (a + 3bsin®x) + 6bcosx - a cosx ] (on peut bien s‘arréter ici)

= -COSX [a + %(Bbsinzx + 6b)} = -COSX (a + % b sin’x + % b)
Conclusion : les primitives de f, , sur IR sont les fonctions F,, définies sur IR par

1 . 2
Fa,b(X)='COSX(a +§bsm2x+§b)+k . kelR
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Remarque : Le calcul de des primitives de f,, sur IR peut se faire sans tenir compte des questions précédentes
(auquel cas il ne s’agit plus d’'une déduction).

Pour cela, on a :
= sin’x = sin®> . sinx = (1 - cos®)sinx = sinx - sinxcos?x

= fop(X) = asinx + bsin®x = asinx + bsinx - b sinxcos?’x = (a + b) sinx - b sinxcos®x

1 1 . 2
. Une primitive de f,, sur IR est alors la fonction x +— - (a + b) cosx + b (5 COS3X) = -cosx (a + 3 b sin’x + 3 b)

3. a) Déterminer la primitive de f,, dont la courbe représentative passe par le point

A(% ' 0) et a une tangente au point A paralléle a la premiere bissectrice. 1,5 pt

* |a premiére bissectrice est la droite d’équation y = x : coefficient directeur = 1
* Soit G, la primitive a déterminer.

. . . - . T
la tangente a la courbe représentative de G, en A a pour coefficient directeur G, ,’ (E)

et Ga,b’ (%) = a,b(%) = a+b

D’autre part G, (%) =k |:Ga,b (x) = -cosx (a + % b sin®x + % b) ko, ke IR}
T
Ga,b (E) = 0 k =0
= G, esttelle que - c'est-a-dire {a +b=1
Ga,bl E) =1

1 . 2 1 1
Alors, G,y (X) = -cosx (a +3b sin’x + 3 b) =-(a+b)cosx +b (g COS3X> =-cosx +b (5 COS3X)

. b
Conclusion : Gap (X) =3 cos®x - cosx

b) Soit f la fonction définie en x par : f(x) = -sinx + 2sin’x ,
et F une primitive de f.
Ecrire une équation de la tangente a la courbe de F au point A paralléle a la

premiére bissectrice 1 pt
= f=fy,
1
Alors une primitive defest F=F ,:X — -(a +b)cosx + b <§ COS3X) = - cosx + % cos>x

= Soit (T) la tangente a déterminer.

SR A e R
. f@=-1+2=1 et F@):o

Conclusion : (T): y=x —%
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Exercice 2 : 5 points

Soit g la numérique d’une variable réelle x définie par : g(x) = (x + 2)e™
Soit Cq la courbe représentative de g dans le plan rapporté au repére orthonormé

> > , )
direct (o, i, ) ; unité graphique sur les axes : 2 cm.

1. a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations. 1,5 pt
» g est un produit de fonctions dérivables sur IR donc g est dérivable sur IR
» Soitx eIR: g'(x) = (x + 2) e* + (x + 2)(e™)’
= eX-(x+2)(e*¥) =-(e™)(x+1)
* g'(x) de méme signe que -(x + 1)
g est strictement croissante sur l'intervalle ]-co , -1]
il vient que : g est strictement décroissante sur l'intervalle [-1 , +oo[
g(-1) = e maximum absolu de f sur IR
» Limites :
lim (X + 2) = -c0
[ = i X =-00 en effet o
m, 90 = fim G+ 2)e™ = im e = +oo
X ——00
X —
X 2 XIL)rT—oo eX =0
lim g(x) = lim (x+2)e* = lim |(Zx Tt x| = 0 en effet
X —>+0 X — +0 X —> +0 e e “m l — 0
X
X—>+0 @
= Tableau de variation :
X -00 -1 +00
g'(x) + -
e
-0 0
b) montrer que I’'axe des abscisses est asymptote et I'axe des ordonnées
est une branche parabolique a la courbe Cq 0,5 pt
= Puisque lim g(x) = 0, on déduit que l'axe des abscisses est asymptote a la courbe
X —>+0
représentative de la fonction g en +c
2
= |im ) _ lim e'X(l——) = +o00
X —> —0 X X —>—0 X
Il vient que la courbe représentative de la fonction g admet en -co une branche parabolique de
direction (Oy)
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c) tracer la courbe Cq4 0,75 pt

(€)

R

2. Soit (A) le domaine plan limité par les droites d’équations
x=-2; x=0; y=0, lacourbe Cg et la droite d’équation y = 2x + 4.
Calculer les coordonnées des points d’intersection de (D) et de Cg
Calculer I'aire de (A). 0,5 pt

» (D):y=2x+4 c'est-a-dire y=2(x+ 2)

s gX)=2(x+2) & (x+2)eX -2(x+2)=0
o (x+2)(e*-2)=0
< x=-2=0 ou e¥X= 2

& X=-2 ou X =-In2

. . . . -2 -In2
Conclusion : Les points d'intersection de (D) et de Cg sont M ( 0) et N (-2In2 : 4>

= Calcul de I'aire de (A)

0 0
A = I g(x) dx u.a = J' (x + 2)eXdx u.a
_2 -2
p ‘u(x)=x+2 | ) u'(x) =1
osons VI(x) = e alors V(X) = - e
0 0 0 0 0
Iz(x +2)e*dx = [— (x + 2)e"‘l2 + jze'x dx = [— (x + 2)e‘Xl2 + |- e‘Xlz = e2-3
orlu.a =4cm?
alors, A =4(e2-3)cm?2
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Remarque : le texte de la question 2°) est assez ambigué quant a la définition du domaine (A). On peut
aussi bien comprendre que (A) est le domaine plan limité par les droites d’équations x = -2 ; x =0 ;
y = 0, la courbe Cg et la droite y = 2x + 4. (voir figure ci-dessous)

Dans ce cas :
—In2 0
A = (J'_z [fx) - (2x + 4)] dx + J'_lnz[(2x T 4) - f(x)] dx) u.a
orlu.a =4cm?

-In2 0
alors A= 4 U_z [fx) — (2x + 4)] dx + an[(zx + 4) - f(x)] dx) (cm?2)

~In2 —In2 —-In2
= Soit I = j [f(x) - (2x + 4)] dx = j (x + 2)eX dx - j (2x + 4) dx

2 -2 -2

-In2
Soit K = j (x + 2)e™¥ dx

-2
b ‘u(x)=x+2 | } u'(x) =1

osons Vv(x) = ex alors V(X) = - e
—In2

K= |-(x+ 2)efx]:£n2 + .[zn eXdx = [— (x + Z)e*XBnz + [— e*Xan =e2+4+2ln2-6

—1In 2
Par ailleurs .[zn (2x + 4)dx [x2 + 4x][ "2 = (In2)® - 4In2 + 4

U

alors I=e2+2n2-6-(IN2)2+4In2-4 =e2+6In2-(IN2)>-10 ~ 1,06749

0 0 0
= Soit J = j [(2x + 4) - f(x)] dx = j (2x + 4)dx - j (x + 2)e™ dx
-In2 -In2 -In2
1= s axl%, - [ v 2e %], - Fe*]h, = 6In2-(In2)? -3 ~0,67843
Il vient que A =4(1+1]) =4(e2 + 6In2 - (In2)2 + 6In2 - (In2)2 -3)=4e2+48In2 - 8(In2)2 -12

A = (4 €2 + 48In2 - 8(In2)% - 12) cm2 ~ 1,56 cm?
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3. Soit ABCD un carré direct du plan de centre I et de c6té a, S la similitude directe

de centre A qui transforme C en B.

D
a) Déterminer le rapport et une mesure de I'angle de S. 0,75 pt

S(A) = A
On a {S(C) - B

alors, S de rapport k et d’angle o tels que

«oAB __a _i2
TAC a2 2 A B

o = mes (A_C),ﬁ) =-%

@]

b) Montrer que I est I'image de D par S. 0,5 pt
A AC _ a2 _ a2 AL a2 _
Ona.AI—2— 5 —AD2 etdoncAD—Z—k
> —v on
- mes (AD,Al) =-7=ua
Al _
Puisque ___AD ona s(D)=1

mes (E,KI)) =
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c) En déduire I'aire de S(A), image de (A) par S. 0,5 pt
Aire de S(A) = k2 x aire de (A)

%x (4 e2 + 48In2 - 8(In2)% - 12) = 2 e2 + 24In2 - 4(In2)% - 6 (cm2)

Probleme : 10 points

Partie A
1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1 et x un réel positif.
Montrer par récurrence que : (1 + nx) < (1 + x)". 0,75 pt

(1+(1)x)=1+x

(1+x)! =1+ x et on bien (1 + nx) < (1 + x)"

= Pourn=1,ona:

= SoitkelIN, k=>1

Supposons la proposition vraie au rang k (c’est-a-dire (1 + kx) < (1 + x)k )
= Pourn=k+1,0ona:

(1 + )51 = (1 +x)% @ + %)X

Et puisque (1 + kx) < (1 +x)%, ona: (14 kx)(1+x) < (1+x)%1 + x)

autrement dit 1+ kx + x + kx2 < (1 + x)k+1

Or 1+kx+x <1+ kx+ x+ kx2 (car kx2 > 0)

alors 1+ kx +x < (1 + x)k+1

autrement dit 1 + (k + 1)x < (1 + x)k*!

la proposition est donc héréditaire
Conclusion : ¥vn e IN, (1 + nx) < (1 + x)"
2. On dispose de n boules numérotées de 1 a n. On les place toutes
au hasard dans n boites numérotées de 1 a n, chaque boite pouvant

contenir de zéro a n boules.
Calculer la probabilité P, pour que chaque boite contienne exactement une boule. 0,75 pt

=  Soit Q l'univers associé a cette épreuve.
une éventualité correspond a une application de
CardQ =n" I’'ensemble des boules vers I'ensemble des boites

= Soit A I'événement « chaque boite contient exactement une boules » : Card A = A: = n!

_ 5 _cadA _ n!
alors p(A) =P, = cardo — o
[
3. On pose P, =% , ou n! désigne « factoriel n »
a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 1, on a : PP” > 2 0,75 pt
n+1
. P n! _ (n+1)M*D n! (n+1)(n+1)" (n+1)n
X . —n = — = =
Soit n e IN*: Prs1 nn X (n+1)! (n+1)n! nn n
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= (5 = 1+
Pn+1 n n

R ) 1\n 1 . 1\n
Et d'aprés la question 1°) : (1 +] > 1+ n|( ] Ccesta-dire (1+) >2
Pn
Pn+1

Il vient alors que >2

2}_2 pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1. 0,75 pt

b) En déduire l'inégalité : P, <

Soit n e IN*

On a :P—P”— >2 alors P, 2 2P,+1 (car Phyy > 0)

n+1
1

il vient que P, < B P, pour tout n e IN*

. 1
Prouvons, par récurrence que P, < 02 pour tout n e IN*

P]_:l

o pourn=1 P; < # la proposition est vraie pour n =1

1
71z = 2

o Soit k € IN* . Supposons que la proposition soit vraie pour n = k ( c-a-d P, < %)

o pour n=k+1,ona Py < =P (conséguence de la question 3.b))

1

2
1

Peer < 5 Py

1

1 1
g alors Pyi; X Py < (5 Pk)(_zk—z)
Pk < 52
2

o 1 , . 1
il vient donc que Py < 3 k2 c'est-a-dire Pre1 < kT

La proposition est donc héréditaire.

. 1 . . , .
Conclusion : P, < Zn2 Ppour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1

c) Calculer la limite de la suite (P,) quand n tend vers + 0,25 pt
) <1 . - , R
Ona: 0<P, < on2  pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1
. 1
or lim == = 0.
na+002
alors, Iim P, = 0
n—+w
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Partie B
- - s Ay Vd » 9 .
Soit E; un plan vectoriel rapporté a une base orthonormé B = ( i, ) , g I'endomorphisme

. - > > - 1 \> >
de E, qui a un vecteur u = xi + yj associe le vecteur u’ = (X ) Y)i + (-2x-vy)j

1. a) Déterminer la matrice de g dans la base B et montrer que g n’est pas bijective.
> > -> > 1 . > 0
Ona: i =1i +0j, donc i(o). De méme j(l)
1 > > > ->
a(7) =[(1)+5(0)J i+ [2) -] = i-2]
> >
-]

o(7) =|©@+3 ] T+ 20 - 17 =1

il vient alors que la matrice de g dans la base Best M =

;1
2
2 1

1
Par ailleurs, det(M) = |1 3| = (1)(-1) - (-2) @) =0
~1

alors g n’est pas bijective

b) Déterminer le noyau Ker g et I'imageIm g de g

Ker g = {_u)eEz,g(?) =6}

- > > — >
Donc, u=xi +yj e Kerg <:>g(u)=0

1 > > >
o (x+§y)i + (-2x-y)j =0

0,75 pt

0,5 pt

1
X+35y= <
= { 27 & 2X+y=0 Clest-a-dire y=-2x

- > ->
Ker g est I'ensemble des combinaisons linéaires du vecteur e; = i - 2]j

—
autrement dit, Ker g est le sous-espace vectoriel de E, de base {el}
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Img= {:’=g(_u)), _u)eEz}

- > > - > >
Soit U =x"i +Y'j et u=xi+yj
1
- X'=Xx+ -2x' = -2
—g( ) <:>{ 2V o { y=_2))((_yy o 2X'=y o 2X'+y =0
y'=-2x-y

- > >
il vient que Im g est I'ensemble des vecteurs u’ =x"i + (-2x’) j = X ( i -2] ) x" e IR

autrement dit, Im g est I'ensemble des combinaisons linéaires du vecteur el = | - ZJ

-
Conclusion : Im g est le sous-espace vectoriel de E, de base {el}

c) En déduire que Kerg = Img 0,25 pt

D’aprés la question précédente :
) L d
Ker g est le sous-espace vectoriel de E, de base {el}

. -
Im g est le sous-espace vectoriel de E, de base {el}

alors Kerg = Img

—_—
2. Soit v un vecteur de Ker g.

— — —

Montrer qu’il existe un vecteur ude E, tel que g(u) = v 0,25 pt
- -

v un vecteur de Kerg etque Kerg = Img, v eImg

—_—

v elmg — —
et puisque - - - alors il existe un vecteur ude E; tel que g(u) =
Img={u'=g(u) u eEz}

- —>
3. Soit e; et e, de coordonnées respectives (-1 ; 2) et (-1; 1)

-> -
a) Montre que B’ = (e1 , ez) est une base de E, 0,5 pt
b d e _ 1 _ 1
et (&), &) = [} 7] = hw - @ -
- - - -
det (e1 , ez) #0. Alors B' = (el , ez) est une base de E>

b) Donner la matrice de g dans la base B’ 0,5 pt

o dg (61) car e1 e Kerg

o

Baccalauréat C et E 2005 / Corrigé Page 12 / 15

www.edumathcamer.net




)

www. edumathcamer. net Pré B
Annales Baccalauréat I:[ repas Fac
Baccalauréat C et E 2005
—> - 1 > YL > 1T 7
o g(2)=[D+3m]|T + (2D -@1F = <1743
- > ->
e, =-i + 2_‘] -> - > - -> >
or - > > alors e;-e = j et e -2e = i
e, = -+ _'|
I - 1> 7 1/—> - - - 1>
il vient que g (e2 = -5i + j = _E(el - 2e2) + (el - ez) =5 &
—_ ->
g (el) =0 0 1
En définitive : - 1= la matrice de g dans la base B’ est alors M’ = 2
g (ez) = E €1 00
Partie C
7 \ by * » Y& =l - . -
Dans le plan P rapporté a un repere orthonormal (o, i, ), on définit les trois points
3 1 3 -1 . .
A(1; 0); B(E ' 5) et C(E ’ 3) et la droite (D) dont une équationest x =1
o e
1. a) Déterminer les coordonnées du points G tel que CG = AB 0,25 pt
Soit G(x , y)
(-3 _1
—_ —_ 2 2 x= 2
CG = AB < < _
Y*2 72
Conclusion : G(2, 0)
b) Quelle est la nature du quadrilatere ABGC ? 0,25 pt

e  —
= Puisque CG = AB le quadrilatére ABGC est un parallélogramme

) — 1 1 — /1 1
= D'autre part AB ) et AC PR
—_— —
Il est immédiat que : AB = AC etque ABe+AC =0 B

Il vient que ABGC est parallélogramme ayant deux cotés
consécutifs égaux et un angle droit

Conclusion : ABGC est un carré

Remarque : La figure n’est pas demandée. Mais elle est
nécessaire pour nous guider dans la démarche

2. On note (I') I'ensemble des points M de P, de coordonnées (x ; y) , qui
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vérifient la relation : -MA? + MB? + MC? = 2(x - 1)?

a) Montrer que B et C appartiennent a (T'). 0,5 pt
31
= Ona: B(Z /] 2)
1
o -BA*+ BB? + BC* = -BA* + BC® = - (5) + (1)° =%
3 2 1
o 2(xs- 1) =2(§-1) =5
Il vient que B appartient a (T').
3 -1
= Ona: C(Z 1] 2)
1
o -CA?+CB?+ CC? = -CA? + CB? = - (5) ()7 =3
3 2 1
o 2(xc-1) =2(5- 1) =5
Il vient que C appartient a (I').
b) Montrer que (T") est I'ensemble des points M de P tels que :
MG = a2 ; ol a désigne la distance du point M & la droite (D) 1 pt
= Soit M un point du plan.
Me ()  -MA?2+ MB?+ MC? = 2(x - 1)
< (MG + GA) (MG + GB) (MG +GC) = 2(x-1)?
e
o MG2 + 2MG.(- GA + GB + GC) - GA2 + GB2 + GC2 = 2(x - 1)?
e —_ —_
Or ABGC estuncarré et GA = GB + GC
alors, Me (I') & MG2 =2(x - 1)?
o MG =42 |x-1]
= Parailleurs, (D):x=1
Pour tout point M(x , y), ona d(M, (D)) = |x - 1]
donc a = |x-1]|
Il vientque M e (I') & MG = a\/§
c) En déduire la nature de (I') et préciser son excentricité, un de ses foyers
et la directrice associée 1 pt
= (I') est I'ensemble des points M du plan tels que MG = a\/2 ou a = d(M, (D))
(I') est donc la conique d’excentricité e = \/5, de foyer G et de directrice (D)
Et puisque e > 1, (I') est une hyperbole
, N > >
3. Représenter (I') dans le repere (o, i, ) 1 pt
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M(x,y) e () & MG2=2(x-1)
o (2-%x)2+y2=2(x-1)

2 2
<:>X—y——1

2 2

(T) est I'hyperbole de sommets S (\/2,0) et S’ (-+/2,0) et d’asymptotes les droites
d’équations y = x et y = -x

(D)

A\
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