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Correction

Exercice 1

1) Simplifions l’expression du complexe a pour aboutir à sa forme algébrique :

a �
3� i

2� i
�

2� i

i
� 3p1� 2iq2 � 2p2� iqp3� iq

�
p3� iqp2� iq

p2� iqp2� iq
� ip2� iq � 3p1� 4i� 4i2q � 2p6� 2i� 3i� 1q

�
6� 3i� 2i� 1

5
� 2i� 1� 3p�3� 4iq � 2p5� 5iq

�
5� 5i

5
� 2i� 1� 9� 12i� 10� 10i

�
5p1� iq

5

� 1� i

On a alors :

a � 1� i

2) Résolvons dans C2 le système suivant :

$&%z � iz1 � 1� i
1

2
z � p1� iqz1 � 2� 5i$&%z � iz1 � 1� i

1

2
z � p1� iqz1 � 2� 5i

ðñ

#
z � iz1 � 1� i

z � 2p1� iqz1 � 4� 10i

ðñ

#
z � iz1 � 1� i

iz1 � 2p1� iqz1 � 1� i� 4� 10i

ðñ

#
z � 1� i� iz1

z1p�2� 3iq � 3� 11i

ðñ

$&%z � 1� i� iz1

z1 �
p3� 11iqp�2� 3iq

p�2� 3iqp�2� 3iq

ðñ

$&%z � 1� i� iz1

z1 �
6� 9i� 22i� 33

13
�

39� 13i

13

ðñ

#
z � 1� i� ip3� iq

z1 � 3� i

ðñ

#
z � �2i

z1 � 3� i



L’ensemble des solutions du système est donc :

S � tp�2i; 3� iqu

3-a) Soit C le point d’affixe zC � 1� i ,alors l’affixe du point fpCq est :

Z �
zC � 3� i

�izC � 2
�

1� i� 3� i

�ip1� iq � 2

�
4

1� i
�

4p1� iq

2

� 2p1� iq � 2� 2i

L’affixe de fpCq est : 2� 2i

b) Directement :

z1 �
z � 3� i

�iz � 2
�

z � 3� i

�ipz � 2iq
�

ipz � 3� iq

�i2pz � 2iq
�

ipz � 3� iq

z � 2i
ðñ z1 �

ipz � 3� iq

z � 2i

c) Puisque zA � �2i et zB � 3� i , alors z1 �
ipz � 3� iq

z � 2i
�

ipz � zBq

z � zA

Donc :


 |z1| �

���� ipz � zBq

z � zA

���� � |ipz � zBq|

|z � zA|
�
|i| |z � zB |

|z � zA|
�

1�BM

AM
�

BM

AM


 argpz1q � arg

�
ipz � zBq

z � zA



r2πs � argpiq � arg

�
z � zB

z � zA



r2πs �

π

2
� mes

�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
r2πs

Conclusion :

|z1| �
BM

AM
et argpz1q � mes

�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
�

π

2
r2πs

d)


 L’ensemble E1 :

Mpzq P E1 ðñ z1 P R
�

ðñ argpz1q � kπ ; k P Z

ðñ mes
�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
�

π

2
� kπ ; k P Z

ðñ mes
�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
� �

π

2
� kπ ; k P Z

On obtient :

L’ensemble E1 est le cercle de diamètre le segment rABs privé des points A et B




 L’ensemble E2 :

Mpzq P E2 ðñ z1 P iR�

ðñ argpz1q �
π

2
� kπ ; k P Z ou argpz1q � �

π

2
� kπ ; k P Z

ðñ mes
�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
�

π

2
�

π

2
� kπ ; k P Z ou mes

�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
�

π

2
� �

π

2
� kπ ; k P Z

ðñ mes
�
ÝÝÑ
AM ;

ÝÝÑ
BM

	
� kπ ; k P Z

On obtient :

L’ensemble E2 est la droite pABq privé des points A et B


 L’ensemble E3 :

Mpzq P E3 ðñ |z1| � 1

ðñ
BM

AM
� 1

ðñ AM � BM

On obtient :

L’ensemble E3 est la médiatrice du segment rABs

Exercice 2

Un sac contient six boules noires, trois boules vertes et une boule rouge, donc 10 au total . Et on tire simul-
tanément au hasard deux boules du sac .

Donc : Card Ω �
�
10

2

�
� 45

1) Notons A ” Les deux boules tirées sont de même couleur” . Donc A � tN , Nu ou tV , V u

ppAq �

�
6

2

�
�
�
3

2

�
45

�
15� 3

45
�

2

5
ùñ ppAq �

2

5

2) NotonsB : ”Au moins une des deux boules tirées est verte” . DoncB � tV , Nu ou tV , Ru ou tV , V u

ppBq �

�
3

1

��
6

1

�
�
�
3

1

��
1

1

�
�
�
3

2

�
45

�
3� 6� 3� 1� 3

45
�

24

45
�

8

15
ùñ ppBq �

8

15

3) Les valeurs prises par X sont : �2 et � 2


 X � 2 , alors les deux boules tirées sont de même couleur, d’où : ppX � 2q � ppAq �
2

5


 X � �2, puisque ppX � 2q � ppX � �2q � 1 ùñ ppX � �2q � 1� ppX � 2q � 1�
2

5
�

3

5

Et on remplit le tableau :



xi �2 2

ppX � xiq
3

5

2

5

Remarque :

On peut aussi calculer ppX � �2q de la manière suivante :

Si X � �2 , alors les deux boules tirées sont de couleurs différentes, c’est-à-dire :
tV , Nu ou tV , Ru ou tN , Ru

Il s’ensuit alors que : P pX � �2q �

�
3

1

��
6

1

�
�
�
3

1

��
1

1

�
�
�
6

1

��
1

1

�
45

�
3� 6� 3� 1� 6� 1

45
�

18� 3� 6

45
�

27

45
�

3

5

4-a) Les valeurs prises par Y sont : �6 , � 2 , 2 et 6

Construisons l’arbre pondéré correspondant :




 Y � �6 : ppY � �6q �

�
3

5


3

�
27

125


 Y � �2 : ppY � �2q � 3�
2

5
�

�
3

5


2

�
54

125


 Y � 2 : ppY � 2q � 3�
3

5
�

�
2

5


2

�
36

125


 Y � 6 : ppY � 6q �

�
2

5


3

�
8

125

Vérification : ppY � �6q � ppY � �2q � ppY � 2q � ppY � 6q �
27� 54� 36� 8

125
�

125

125
� 1

Et on remplit le tableau :

yi �6 �2 2 6

ppY � yiq
27

125

54

125

36

125

8

125

b) Calculons l’espérance mathématique EpY q de Y :

EpY q �

3

i̧�0

yi ppY � yiq

� �6�
27

125
� 2�

54

125
� 2�

36

125
� 6�

8

125

� �
6

5

EpY q � �
6

5

c) La fonction de répartition F de Y est définie de R dans r0; 1s par F pxq � ppY ¤ xq

Donc, d’après la loi de probabilité de Y trouvé en 4-a) , on a :


 Si x Ps �8;�6r : F pxq � 0


 Si x P r�6;�2r : F pxq �
27

125


 Si x P r�2; 2r : F pxq �
27

125
�

54

125
�

81

125


 Si x P r2; 6r : F pxq �
81

125
�

36

125
�

117

125


 Si x P r6;�8r : F pxq � 1

Conclusion :



La fonction de répartition F est définie par : F pxq �

$''''''''''''''''''&''''''''''''''''''%
0 si x Ps �8;�6r

27

125
si x P r�6;�2r

81

125
si x P r�2; 2r

117

125
si x P r2; 6r

1 si x P r6;�8r

Problème

Partie A :

pEq : y1 � 2y � 2pe2x � 1q

1) Soit g la fonction définie et dérivable sur R par gpxq � axe2x � b , avec a, b P R

g est solution de pEq ðñ �x P R : g1pxq � 2gpxq � 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : paxe2x � bq1 � 2paxe2x � bq � 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : ae2x � 2axe2x � 2axe2x � 2b � 2e2x � 2

ðñ �x P R : ae2x � 2b � 2e2x � 2

ðñ

#
a � 2

�2b � �2

ðñ

#
a � 2

b � 1

Conclusion : #
a � 2

b � 1
et �x P R : gpxq � 2xe2x � 1

2) Soit h � z � g dérivable sur R , avec z une fonction définie et dérivable sur R :



h est solution de pEq ðñ �x P R : h1pxq � 2hpxq � 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : ppzpxq � gpxqq1pxq � 2pzpxq � gpxqq � 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : z1pxq � g1pxq � 2zpxq � 2gpxq � 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : z1pxq � 2zpxq � g1pxq � 2gpxqlooooooomooooooon
2pe2x�1q

� 2pe2x � 1q

ðñ �x P R : z1pxq � 2zpxq � 0

ðñ z est une solution de pE1q : y1 � 2y � 0

3) pE1q est une équation diférentielle de premier ordre sans second membre, alors directement :

Les solutions de pE1q sont les fonctions de la forme x ÞÑ Ae2x , A P R

z est solution de pE1q, c’est-à-dire : �x P R : zpxq � Ae2x , A P R , si et seulement si h est solution de pEq ,
donc :

�x P R : hpxq � gpxq � zpxq � 2xe2x � 1�Ae2x , A P R ùñ �x P R : hpxq � p2x�Aqe2x � 1 ; A P R

On conclut que :

Les solutions de pEq sont les fonctions de la forme x ÞÑ p2x�Aqe2x � 1 , A P R

4) La fonction k est une solution de pEq avec kp0q � 0 , donc :

Il existe A P R tel que kpxq � p2x�Aqe2x � 1 , déterminons la constante A :

kp0q � 0 ùñ p0�Aqe0 � 1 � 0 ùñ A� 1 � 0 ùñ A � �1

La solution k de pEq qui vérifie kp0q � 0 s’écrit : �x P R , kpxq � p2x� 1qe2x � 1

Partie B :

�x P R , fpxq � p2x� 1qe2x � 1

1-a) Calculons la limite en �8 :

lim
xÑ�8

fpxq � lim
xÑ�8

p2x� 1qe2x � 1 � lim
xÑ�8

2xe2x � e2x � 1 �loomoon
X�2x

lim
XÑ�8

XeX � eX � 1 � 0� 0� 1 � 1



lim
xÑ�8

fpxq � 1

Interprétation graphique :

La droite pDq d’équation y � 1 est une asymptote horizontale à la courbe pC q

b) Etudions le signe de fpxq � y avec y � 1 l’équation de la droite pDq :

�x P R : fpxq � y � p2x� 1qe2x � 1� 1 � p2x� 1qe2x

Or, pour tout réel x : e2x ¡ 0 , donc le signe de fpxq � y est celui de 2x� 1 , d’où :


 �x P

�
�8;

1

2

�
: 2x� 1   0 ùñ �x P

�
�8;

1

2

�
: fpxq � y   0


 Si x �
1

2
: 2x� 1 � 0 , donc fpxq � y


 �x P

�
1

2
;�8

�
: 2x� 1 ¡ 0 ùñ �x P

�
1

2
;�8

�
: fpxq � y ¡ 0

On en déduit que :


 pC q est en dessous de la droite pDq sur l’intervalle

�
�8;

1

2

�

 pC q coupe la droite pDq au point A

�
1

2
; 1




 pC q est au-dessus de la droite pDq sur l’intervalle

�
1

2
;�8

�
2) Calculons la limite en �8 :

lim
xÑ�8

fpxq � lim
xÑ�8

p2x� 1qe2x � 1 � p�8q � p�8q � 1 � �8

lim
xÑ�8

fpxq � �8

Calculons alors lim
xÑ�8

fpxq

x
:

lim
xÑ�8

fpxq

x
� lim

xÑ�8

p2x� 1qe2x � 1

x
� lim

xÑ�8

2x� 1

x
e2x �

1

x
� 2� p�8q � 0 � �8

lim
xÑ�8

fpxq

x
� �8



Interprétation graphique :

La courbe pC q admet une branche parabolique de la direction celle de l’axe des ordonnées au voisinage de �8

3-a) On sait que, d’après la partie A), que f est une solution de l’équation différentielle pEq , alors :

�x P R : f 1pxq � 2fpxq � 2e2x � 2 , donc :

�x P R : f 1pxq � 2fpxq � 2e2x � 2 � 2p2x� 1qe2x � 2e2x � 4xe2x

�x P R : f 1pxq � 4xe2x

Or, pour tout réel x , e2x ¡ 0 , donc le signe de f 1pxq est celui de x , d’où :

�x Ps �8; 0r : f 1pxq   0
f 1p0q � 0

�x Ps0;�8r : f 1pxq ¡ 0
ùñ

f est strictement décroissante sur s � 8; 0r
f admet un minimum en 0

f est strictement croissante sur s0;�8r

Et on dresse le tableau de variations de la fonction f :

On rappelle que fp0q � kp0q � 0 (d’après la dernière question de la partie A ))

x �8 0 �8

f 1pxq � 0 �

1 �8

f × Õ

0

b) La fonction f admet un minimum en 0 , alors : �x P R : fpxq ¥ fp0q � 0

�x P R : fpxq ¥ 0

4) Voir le graphique à la fin de la correction du problème s.v.p.

Partie C :

1-a) On a :



I �

» 1

2

0

p1� fpxqq dx �

» 1

2

0

�p2x� 1qe2x dx

Procédons par une intégration par parties, posons pour cela :#
upxq � �p2x� 1q

v1pxq � e2x
ùñ

$&%u1pxq � �2

vpxq �
1

2
e2x

Alors :

I �

» 1

2

0

�p2x� 1qe2x dx �

» 1

2

0

upxqv1pxq dx

� rupxqvpxqs
1

2

0
�

» 1

2

0

u1pxqvpxq dx �

�
�
1

2
e2xp2x� 1q

� 1

2

0

�

» 1

2

0

e2x dx

� �
1

2
�

�
1

2
e2x

� 1

2

0

� �
1

2
�

1

2
pe� 1q

�
1

2
pe� 2q

I �
1

2
pe� 2q

b) On a vu que, sur l’intervalle

�
�8;

1

2

�
, la droite horizontale pDq : y � 1 est au dessus de la courbe pC q .

(avec intersection en
1

2
)

Et puisque

�
0;

1

2

�
�

�
�8;

1

2

�
, donc �x P

�
0;

1

2

�
: 1� fpxq ¥ 0

De plus : I �

» 1

2

0

p1� fpxqq dx

Alors :

I représente l’aire délimitée par la droite pDq , la courbe pC q ,

l’axe des ordonnées et la droite verticale d’équation x �
1

2
, en unité d’aire

2) Pour ne pas refaire un calcul déjà fait, on tire de la question 1-a) une primitive de la fonction x ÞÑ

�p2x� 1qe2x»
�p2x� 1qe2x dx � �

1

2
e2xp2x� 1q �

»
e2x dx � �

1

2
e2xp2x� 1q �

1

2
e2x �

1

2
e2xp2� 2xq � e2xp1� xq

Donc une primitive de la fonction x ÞÑ p2x� 1qe2x est la fonction x ÞÑ �e2xp1� xq � e2xpx� 1q

On en déduit :

J �

»
0

�1

p2x� 1qe2x dx �
�
e2xpx� 1q

�0
�1

� �1� p�2e�2q � 2e�2 � 1



J � 2e�2 � 1

3) On a :

K �

»
0

�1

p2x� 1q2e4x dx

Procédons par une intégration par parties, posons pour cela :#
u1pxq � p2x� 1q2

v1pxq � e4x
ùñ

$&%u1
1
pxq � 2p2x� 1q1p2x� 1q � 4p2x� 1q

vpxq �
1

4
e4x

Alors :

K �

»
0

�1

p2x� 1q2e4x dx �

»
0

�1

u1pxqv
1pxq dx

� ru1pxqvpxqs
0

�1
�

»
0

�1

u1
1
pxqvpxq dx �

�
1

4
e4xp2x� 1q2

�0
�1

�

»
0

�1

p2x� 1qe4x dx

�
1

4
�

9

4
e�4 �

»
0

�1

p2x� 1qe4x dx

Procédons par une seconde intégration par parties, et posons :#
u2pxq � 2x� 1

v1pxq � e4x
ùñ

$&%u1
2
pxq � 2

vpxq �
1

4
e4x

Alors :

K �
1

4
�

9

4
e�4 �

»
0

�1

p2x� 1qe4x dx �
1

4
�

9

4
e�4 �

»
0

�1

u2pxqv
1pxq dx

�
1

4
�

9

4
e�4 � ru2pxqvpxqs

0

�1
�

»
0

�1

u1
2
pxqvpxq dx �

1

4
�

9

4
e�4 �

�
1

4
e4xp2x� 1q

�0
�1

�

»
0

�1

1

2
e4x dx

�
1

4
�

9

4
e�4 �

�
�
1

4
�

3

4
e�4



�

1

2

�
1

4
e4x

�0
�1

�
1

4
�

9

4
e�4 �

1

4
�

3

4
e�4 �

1

8

�
1� e�4

�
�

1

2
� 3e�4 �

1

8
�

1

8
e�4 �

5

8
�

25

8
e�4

On obtient finalement :

K �
5

8

�
1� 5e�4

�
4-a) Soit ∆ le domaine des points du plan tels que �1 ¤ x ¤ 0 et 0 ¤ y ¤ fpxq .

Alors le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de ∆ autour de l’axe des abscisses est en
unité de volume :



V � π

»
0

�1

pfpxqq2 dx puvq

Calcul :

V � π

»
0

�1

pfpxqq2 dx � π

»
0

�1

pp2x� 1qe2x � 1q2 dx

� π

»
0

�1

�
p2x� 1qe2xq2 � 2p2x� 1qe2x � 1

�
dx � π

�����» 0

�1

p2x� 1q2e4x dxlooooooooooomooooooooooon
�K

�2

»
0

�1

p2x� 1qe2x dxloooooooooomoooooooooon
�J

�

»
0

�1

dxloomoon
�1

�ÆÆÆ

� π pK � 2J � 1q puvq

On conclut alors que :

V � πpK � 2J � 1q puvq

b) On a en unité de volume (uv) :

V � πpK � 2J � 1q � π

�
5

8
�

25

8
e�4 � 2p2e�2 � 1q � 1



� π

�
5

8
�

25

8
e�4 � 4e�2 � 1



� π

�
�
3

8
�

25

8
e�4 � 4 �



p q

Or, l’unité graphique est 2 cm , il s’ensuit que : 1 uv � p2 cm � 2 cm � 2 cm q � 8 cm3

On obtient :

V � π

�
�
3

8
�

25

8
e�4 � 4e�2



puvq � 8π

�
�
3

8
�

25

8
e�4 � 4e�2



p cm3q

� π
�
�3� 25e�4 � 32e�2

�
p cm3q

V � π
�
�3� 32e�2 � 25e�4

�
cm3

Partie D :

pΓq :

$'&'%xptq �
ln t

2

yptq � 1�
1� ln t

t

; t ¥ 1

1) On a, pour tout t ¥ 1 : xptq �
t

2
ùñ ln t � 2xptq ùñ t � e2xptq

On écrit alors y en fonction de x :

�t ¥ 1 : yptq � 1�
1� ln t

t
� 1�

1� 2xptq

e2xptq
� 1� p1� 2xptqqe�2xptq



Or : �t ¥ 1 : ln t ¥ 0 ùñ xptq �
ln t

2
¥ 0

D’où :

Une équation cartésienne de pΓq s’écrit : ypxq � 1� p1� 2xqe�2x ; x ¥ 0

2) On remarque que :

�x ¥ 0 : ypxq � 1� p1� 2xqe�2x � p�2x� 1qe�2x � 1 � p2p�xq � 1qe2p�xq � 1 � fp�xq

Or, �x ¥ 0 : � x ¤ 0

On en déduit que :

pΓq se déduit par symétrie orthogonale d’axe l’axe des ordonnées de la partie de la courbe pC q située sur s � 8, 0s

Le graphique :


